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Bevezetés

Az altaldnos- és kozépiskolai fizikatanitéas korai szakaszat
(mechanika, dinamika tanitésa) egyszert, idealizalt rend-
szerek leirdsa jellemzi, az olyan mindennapi effektusok,
mint példaul a sarlodas elhanyagolasaval. (Gondoljunk
csak arra, hogy milyen természetellenesen hat, ha egy, az
tirben sturléddsmentesen mozgd targyat néziink.) Ennek
a probléménak a megoldéasa persze sokféle lehet, példa-
ul kisérletek bemutatasa vagy kiegészité tananyagok le-
adasa. Ebben a cikkben az utébbira mutatunk példat.
Bemutatjuk, hogy egy masfajta mozgas, a kdosz fogal-
ma mér altalanos iskolai szinten bevezethets, és segit a
tananyagot koézelebb vinni a valésdghoz. Emellett a ka-
osz 6nmagaban is érdekes és megleps mozgas, f6leg ha
az azt produkal6 rendszerek kifejezetten egyszertiek.

Kaotikusnak nevezziik az olyan mozgéasokat, amelyekre
a kovetkez6 harom tulajdonséag jellemzs [1]:

o Szabdlytalan. Ez a tulajdonsag egyben azt is jelen-
ti, hogy semmilyen periodicitas nincs a rendszerben
(még kozelitSleg sem), ami megleps lehet példaul
egy kaotikusan mozgd inga esetén, amelybdl alta-
laban az idealis, periodikus eset keriil bele a tan-
anyagba. Fontos azonban megjegyezni, hogy itt nem
zajos, azaz random mozgasrél van sz6, ahol mar
a mozgast leir6 egyenletekben is van véletlenszerid
tag, mint példaul egy véletlenszertien razogatott ru-
g6 esetén. (Az ilyen mozgast stochasztikusnak ne-
vezik, és gyakran keverik a kdosszal.) Mas szoval,
a szabalytalan mozgas itt olyan egyszeri rendszer-
ben valésul meg, melyben ismertek az er6torvények,
a mozgas nem zajjal terhelt. A kaotikus mozgasok
hely-id§ diagramjait csak szamitogépes programok
segitségével lehet kirajzolni, matematikai képlettel
nem leirhatok.

o Erzékeny a kezddfeltételek kis megudltozdsdra. Re-
gularis (azaz nem kaotikus, analitikusan megoldha-
t6) mozgasok esetén ha két nagyon kozel (akar tér-
ben akar kezd@sebességiiket tekintve) indulé moz-
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gast vizsgalunk, akkor azt tapasztaljuk, hogy azok
nagyon sokaig kozel is maradnak egymashoz. Példa-
ul ha egy puskabdl kil6tt golyoval 0.01° kiilonbség-
gel célzunk oldalra az el6z6 16véshez képest, akkor a
két 16vedék nagyon hasonld palyat fog leirni, és a kii-
lonbséget csak akkor latjuk, ha messzi célpontra 16-
viink (100m tavolsagon az eltérés kb. 1.7cm). Ezzel
szemben, ha a 16vedék mozgasa kaotikus lenne, pél-
déaul ha puskagolyo helyett egy flippergolyé mozgé-
sat vizsgalnank, ami a jatéktér elemei kozott vélet-
lenszertien pattog, akkor azt 0.01°-kal eltérg irany-
ban inditva nagyon hamar mas palyat kezdene be-
jarni mint az el6zd "16vés". Kaotikus rendszerben a
nagyon kozeli kezd&feltételekbdl inditott palydk na-
gyon gyorsan (idGegységenként nagyjabol a tavolsag
duplazodasaval) tavolodnak egymastol.

e Bonyolult geometriai szerkezettel rendelkezik a fdzis-
térben. Periodikus mozgas képe a fazistérben (azaz a
hely- és sebességkoordinatak terében) egy jol defini-
alt zart gorbe, példaul kor vagy ellipszis. A kaotikus
mozgas alakja azonban bonyolult, nehezen definiél-
hat6 szerkezetd. Kideriil azonban, hogy a megfele-
16 reprezentacidoban tn. fraktal alakzatot vesz fel.
A fraktal egy matematikai objektum, és jellemzs-
je az onhasonlosag, azaz hogy minden méretskalan
ugyanolyan strukturaju. Ez azt jelenti, hogy a fa-
zistér barmilyen kis teriiletén vizsgaljuk, a kaotikus
mozgéas mindig hasonlo szerkezetd lesz (bar megje-
gyezzik, hogy elméletben ehhez végtelen hosszi szi-
mulacio kellene).

Ha az a célunk, hogy a kdosz jelenségét minél fiatalabb
korosztalyban megismertessiik, akkor a fenti tulajdonsé-
gok sorrendje egyben a megértésiik nehézségére is utal.
A szabalytalan mozgas a didkok altal is konnyen latha-
t6 egyszerd kaotikus rendszerek tényleges bemutatasaval.
Ilyen népszeri kisérletek tipikusan a kaotikus ingamozga-
sok, példaul a kett6s, magneses vagy periodikusan mozgo
felfliggesztés inga.

A kezddfeltételekre valo érzékenység ugyanezen kisér-
letek keretén beliil demonstralhaté. Erre altalanos példa,
ha bejel6ljiik a rendszer kiindulési helyzetét, felvessziik



videdra a mozgast, majd mésodszor is elinditjuk ugyan-
onnan, és szintén rogzitjiik. Mivel a jeloléshez képest
a kisérletez6 ohatatlanul kissé (szemmel nem lathatoan)
mashonnan inditja a masodik mozgast, a két felvételen
azt latjuk, hogy a mozgasok egy ideig hasonlbak, késébb
azonban teljesen kiilonbozdéek lesznek. Lentebb egy pél-
dan keresztiil demonstraljuk, hogy hasonlé kisérlet alta-
lanos iskolaban is elvégezhetd, igy az els6 két tulajdonsag
bemutathato.

Az itt leirt demonstraciot egy altalanos tantervi, al-
talanos iskolai 8. osztalyban végeztiik el. Kaotikus me-
chanika kozoktatasban valé tanitdsdra mind Magyaror-
szagon, mind kiilf6ldén csak néhany kisérlet létezik, lasd
példaul [2,3] (ezen kiviil online ismertets anyagok létez-
nek, pl. [4]). Ezek mind gimnéaziumi osztalyokban, vagy
specialis tantervii illetve fakultacios csoportokban, szak-
korokon valosultak meg, jelen cikk elsGként mutat be al-
talanos iskolai alkalmazast.

Kisérlet magneses ingaval

A kaotikus mozgas kisérleti demonstralasahoz a magne-
ses ingét [1,5] valasztottuk. Az elrendezés (lasd az 1. ab-
rat) alapja egy fém tabla, amelyre magneseket helyeziink.
Ezek folé egy 18cm hosszu rudat logatunk, amelynek a
végén szintén egy mégnes talalhatd, ami igy kolesénha-
tasba tud lépni a tablara helyezett magnesekkel. Az inga
felfliggesztése a tabla kozéppontja f6lott talalhato, az in-
ga vége és a tabla tavolsdga nyugalmi helyzetben 2cm,
a méagnesek tavolsiga a tabla oldala mentén 7cm. Az
igy készitett inga a teljes sikban mozoghat, azaz a tabla
sikjanak barmely pontjaba eljuthat.
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Magneses inga, végén egy magnessel.
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1. 4bra. A kisérleti elrendezés feliilnézetbdl.

Az inga egyszeriisitett mozgasegyenleteit az A Fligge-
lekben adjuk meg. Ezek alapjan elmondhato, hogy egy
olyan mozgasrol van sz6, amelyet zajos tagot nem tar-
talmazo egyenletek irnak le.! Megis, a létrejové mozgas
szabalytalan, a magnesek kozotti véletlenszerd oszcilla-
ci6, amint a 2. abra is mutatja. Ezek kimért idsorok,
melyekhez a mozgast feliilnézetbdl felvéve a szabad hoz-
zaférésd Tracker programmal [6] értékeltiik ki, a tanulok
bevonasaval.
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2. 4bra. A méagneses inga mozgasanak szabalytalan id6-
sora az x és y koordinatakban. Az adatokat a tanulokkal
egyitt mértiikk ki a Tracker program hasznalataval, az
origbt az ingat tarto oszlop aljaba helyezve.

A kisérlet kimenetelében fontos szerepe van a tablan
lévé magnesek polaritdsanak. Ha ezek azonos poélustak
a mozgb magnessel, akkor allandbéan taszitjak azt, és a 2.
abran megfigyelt bonyolult mozgas sokaig fennall. Ha
azonban megforditjuk a magneseket, és a mozgod magnes-
sel ellentétes polaritast adunk nekik, akkor vonzani fog-
jak azt, ekkor az (1) egyenlet (lasd A Fiiggelék) szummas
tagjainak egyiitthatoi pozitivak. A bonyolult mozgas eb-
ben az esetben is huzamosabb ideig fennall (a 2. abra is
ezzel az elrendezéssel késziilt), tehat a rendszer kaotikus,
azonban egy id§ utan a légellenéllas lelassitja az ingét
annyira, hogy az azt vonzé magnesek hatésa érvényesiil-
ni tudjon, majd végiil megallapodjon valamelyik magnes
felett. Ekkor a mozgas természetesen mar nem kaotikus,
hanem a mégnes feletti oszcillacionak felel meg. Itt olyan
abrakat mutatunk, ahol a mozgas még nem érte el ezt az
allapotot.

A fenti jelenség neve tranziens kdosz [7], vagyis olyan
kaotikus mozgés, amely véges id6n beliil megsztinik. A
tranziensen kaotikus eset kivaloan alkalmas a kezddfelté-
telekre valo érzékenység kvalitativ demonstralésara is: a
tapasztalat szerint a kezdéfeltételeket csak egy kicsit is
megvaltoztatva el6fordulhat, hogy az inga nem ugyanan-
nél a méagnesnél allapodik meg.

1Ugyanez elmondhaté lenne a teljes egyenletrdl is, figyelembe
véve a magnesek kozotti dipolkolcsonhatast, a tabla és az inga még-
nesének kolcsonhatasat, valamint az inga végének a lengés sikjatol
val6d elemelkedését; véletlenszeri tagot sem az egyszertsitett, sem
a teljes egyenlet nem tartalmaz.



=R N
o o O

= I~

N e
B

\

5

=

g ’ { |
o 10 [ \., *
o { ! ‘
3 8 / '
o) s 4
g6 | \
q) |
4 / .//
’
2 o8
0
00 03 06 09 12 15 18 21 24 27 30
idé (s)

3. abra. A tanulok altal kimért faklyadiagram, az ingat tarté oszlop aljatol valo tavolsagot dbrazolva. A mozgéasok
kozvetleniil az oszlop melld] indultak (tehéat idealis esetben kezdetben r = 0) kezd@sebesség nélkiil. Leolvashato,

hogy az el6rejelzési id6 nagyjabodl 2.1 mésodperc.

A kezddofeltételekre valé érzékeny-
ség kimérése

A jelenség kisérleti kiméréséhez a tanulokkal un. faklya-
diagramot készittettiink, ami egy gyakran hasznalt esz-
koz egy rendszer kaotikussaganak demonstralasara. Szi-
muléacio esetén tobb, kezdetben kozeli kezdsfeltételbdl ki-
indulo palya egyitittes futtatasarol és idésorainak abrazo-
lasarol van sz6. Ekkor megfigyelhetd, hogy eleinte a gor-
bék még hasonléd alakiak (gyakran szemmel megkiilon-
boztethetetlenek), kés6bb azonban elvalnak egymastol,
teljesen mas mozgasokat leirva. Ez alapjan elmondhato
az is, hogy kaotikus mozgas csak addig jelezhets elére
megbizhatéan, amig ez a szétvalds meg nem torténik [1].

Erdekes megjegyezni, hogy az tun.  valoszintségi
id6jaras-elérejelzés ugyanezen az elven miikddik, mert
a Fold légkorének dinamikija alapvetSen kaotikus (s6t
turbulens, tehat térben is bonyolult) jellegti. Emiatt a
bonyolult idgjarasi modellek kimenete adott mennyiség,
példaul a felszini hémérséklet eldrejelzésére egy ugyan-
ilyen faklyadiagram. Ennek kiindulépontja ugyanis min-
dig a legfrissebb mérés, ami azonban mindig hibaval ter-
helt, ami legyen barmilyen kicsi is, kaotikus rendszer-
ben mindig véges eldrejelzési id6t eredményez. Folyama-
tosan frissiils, aktuélis ilyen id&jarasi faklyadiagramok
megtekinthet6k példaul a Magyar Meteorologiai Szolga-
lat (Hungaromet) oldalan [8] (itt az atlag koriili sav jelzi
a szimulaciok terjedelmét), vagy a Wetterzentrale német
weboldalon [9]. Ezek alapjan latszik, hogy példaul a fel-
szini hémérséklet esetén az elérejelzési id6 nagyjabol 3-4
nap.

Mivel a tanulokkal végzett kisérlethez nem all rendel-
kezésiinkre tobb mégneses inga, ezért mi a szimulacios
gyakorlattol eltéré modon készitiink faklyadiagramot: ki-
jeloliink egy kezdGpontot, és a kisérletezd (esetiinkben
a tanulok) ebbdl a pontbol inditja a rendszert tobbszor
egymds utdn, majd a kisérletek eredményét kozds gra-
fikonon abrazoljuk (hiszen a mozgasok id6ben eltolas-
invaridnsak). Az inga esetén a kiindulépont kozvetleniil
a tartooszlop bal oldalan volt. A Tracker program kove-
ti az inga mozgasat, ami alapjan &brézolhat6é a kompo-
nensek idoéfiiggése minden kezddfeltétel esetén, vagyis a
faklyadiagram.

Ennek a mérésnek az eredménye lathaté a 3. ab-
ran, két mozgas idGsoraval. Itt az abrazolt mennyiség
r = /x2 + 3?2, ahol a rendszer origojat az ingat tartd
oszlop aljan (tehat az 1. abran a tébla legalso pontjaban)
rogzitettiik, tehat x, y és r az ettdl a ponttdl mért kom-
ponensek és tavolsag. A kisérletben Osszesen harom in-
gamozgast vizsgaltunk, azonban a harmadik idésor mar
a mozgas elejétdl eltér az itt abrazoltaktol. Osszehason-
litasképpen ezt a B Fiiggelékben kozoljiik.

Az abra szépen mutatja, hogy a gérbék eleinte hasonlo-
an viselkednek, az elsé két maximumuk nagyjaboél ugyan-
ott van, 0.3 és 1.1 méasodperc kornyékén. Ezutan azonban
Osszekeverednek, ami jelzi a mozgasok kiilénbozgségének
egyre nagyobb felerGsédését. Nagyjabol 2.1 masodperc-
nél mar a két gorbe teljesen mashol tart6zkodo ingakat
jelez. Ez alapjan kijelenthets, hogy a mérés bizonyiték
a magneses inga kaotikus tulajdonsigéra, és megallapit-
hato, hogy az el6rejelzési id6 nagyjabol 2.1 masodperc.

A kiilonbségek felerdsodésének oka, hogy a a kisérlete-
z6 sosem tudja teljesen pontosan ugyanonnan inditani az



ingat, igy megvalosul a kozeli (de nem egzaktul ugyan-
olyan) kezdéfeltételti mozgasok vizsgalata. Altaldanosan
a kezddfeltételeket sosem ismerjiik teljesen pontosan: a
kisérletekben a kisérletezs kezének remegése, a szimulé-
cibkban a numerikus pontossag, a természeti folyamatok-
ban pedig a kis skalaju fluktuaciok okozhatnak kis elté-
résket, amik aztan kaotikus rendszerben felndvekednek.
Ennek koszonhets a kiilonbozd végallapotok kialakula-
sa is: a 3. abran szemléltetett mozgéasok végallapotai a
sziirke gorbe esetén az 1. &bra elrendezésében a felsd,
mig a kék gbérbe esetén a jobb oldali mégnes.

Osszegzés

A kaotikus mechanika t6bb szempontbol is ideélis kiegé-
szit6 demonstracios fizika tananyag lehet. Egyfeldl, a
kaotikus mozgés elég szokatlan és meglepd ahhoz, hogy
a tanulok figyelmét konnyen felkeltse. Ugyanakkor vi-
szont az itt bemutatott kisérlet megértéséhez elegends
lehet a harmonikus rezgémozgas, de akar csak az egyenes
vonali egyenletes (vagy egyenletesen gyorsuld) mozgés
elmozdulas-id§ diagramjénak, tehéat az altalanos iskolai
fizika tananyag legelejének ismerete (a magneses inga A
Fiiggelékben kozolt (1) egyenletei esetiinkben sem keriil-
tek felirasra).

Ezen kivill, a kaotikus mozgas kénnyen demonstral-
hato egyszerti rendszerek segitségével, amire j6 példa a
magneses inga. Az ilyen kisérletekbe a didkok egyszertien
bevonhatok, esetiinkben az inga elengedése volt a felada-
tuk. Magasabb szinten, példaul fakultéciés csoportban
jo lehetGség a kisérletezs szoftverek kezelésébe (a Tracker
program hasznalata példaul szerepel az aktualis, 2025-6s
emelt szintd fizika érettségi szobeli részére kiadott méré-
sekben [10]), valamint a mérési jegyzSkonyv készitésébe
valé bevezetésre is.

Véletlenszert mozgas, amely (a zajos esetek mellett)
kaotikus rendszerekben valdsul meg, joval tobbszor ta-
pasztalhat6 a természetben, mint a fizikaéran tanult,
"idealizalt" mozgasok. Igy, mindenekel6tt, a kaotikus
mechanika tanitasaval a fizika legalapvet&bb jelenségei-
nek tanitasat vihetjiik kézelebb a valosaghoz.

Koszonetnyilvanitas

Koszonjiik Tél Tamés témavezetsi tamogatasat J.K.E.
Tudoményos Didkkori kutatasahoz, amely alapjén ez a
cikk késziilt, illetve hasznos javaslatait a cikk irdsa soran.
J.D. az NKFIH hivatal tamogatasaban részesiilt, a KDP-
2023 C2262591, és TKP-2021 BME-NVA-02 kodszami
palyazatok keretében.

A Fiiggelék: A magneses inga moz-
gasegyenletei

A mozgas leirasa egyszertiibb, ha az inga szogkitérését ki-
csinek tekintjik, azaz a rad [ hossza nagy az inganak a
tabla sikjaban torténd kitéréséhez képest. Ekkor az inga
végén 1évé magnes ugy tekinthetd, hogy a tabla sikjaban
mozog. Ha [ Osszemérhetd a sikbeli kitéréssel, akkor fi-
gyelembe kell venni, hogy az inga vége a lengése soran
eltavolodik a tablatol. Elhanyagoljuk tovibba az inga
magnese és a fémtabla kozotti kolesonhatast.

Ezekkel az egyszertsitésekkel az inga végén 1évé mag-
nesre hat a gravitacio, a légellenéllas, valamint a tob-
bi mégnessel valo kolcsonhatas. Sikmozgas kozelitésben,
tovabba [1, 5] nyoman a méagnesek kozott a tavolsag-
gal forditottan arédnyos négyzetes er6torvényt feltételez-
ve (amely a magneses monopolusokkal valo durva kozeli-
tésnek felel meg), a mozgas egységnyi tomegre felirhato,
mint

r; — X
Ay = —wg$—2ﬁv£izm,
i K3 k)

(1)

i — Y
ay:—wgy—Zﬁvy:tzm,

ahol x és y a leng6 mégnesnek a tabla széleivel parhu-
zamos koordinatai, a és v a gyorsulds- és sebességkom-
ponensek, wy az oszcillacié harmonikus komponensének
frekvenciaja (ami méagnesek hidnyaban az egyszeri inga-
mozgast irna le), 8 a légellenallasbol adodéd disszipacios
konstans, (x;,y;) a tablan 1évé méagnesek koordinatai, va-
lamint D;(z,y) = /(z; — 2)2 + (y; — y)? + d2, ahol d a
magnesek sikja és az inga nyugalmi végpontja kozotti ta-
volsag. Ahogyan az 1. abran lathato, a kisérlethez 4db
méagnest hasznaltunk, igy i = {1,2,3,4}. Az (1) egyen-
let dimenziétlan, az id6- és tavolsagegységet oly moédon
megvalasztva, hogy a méagneses eré (szummat tartalmazo
tag) egyiitthatoja egységnyi legyen. Ennek a tagnak az
elgjele a "monopolusok" polaritasarol fiigg (feltéve, hogy
mind a négy magnes ugyanolyan polaritasi).

B Fiiggelék: A harmadik kisérlet
idésora

A 4. abran mutatjuk a harmadik ingamozgas idGsorat
narancssargaval, mely lathatéan mar a mozgés kezdetén
jobban eltér a masik két gorbétsl, mint azok egymastol.
Igy nem is marad sokaig kizel hozzajuk, az azonban lat-
hato, hogy hasonlé mozgast ir le, hiszen a gorbe alakja
hasonl6 a mésik kett6hoz, egészen addig, amig mar a kék
és a sziirke is jelentdsen eltavolodik egymastol.
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4. abra. A héarom kisérlet idGsora egy abran. A kék és
sziirke gorbe megegyezik a 3. dbran lévékkel, a narancs-
sarga gorbe ezekhez képest nagyobb eltéréssel indul.
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