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Kivonat

A dolgozatban az n-dimenzios kocka centralis (azaz a kocka kozéppontjara illesz-
keds) metszeteinek térfogatat vizsgaljuk. Az n > 4 esetben cafoljuk azt a régota
feltételezett hipotézist, miszerint a kritikus metszetek mind diagonélisak, azaz merd-
legesek a kocka valamely legaldbb 1-dimenzids lapjénak f6atlojara. A bizonyitasban
egy specialis alaku, teljes dimenzi6s, nemdiagonalis normalvektorrél mutatjuk meg,
hogy a ra merd6leges hipersikmetszet térfogata kritikus.
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1. Bevezetés

Jelolje @, = [—1,1]™ az n-dimenzi6s kockat, vagyis az {,, norma szerint vett egységgdm-
bot R™ben. A XIX. szazadban meriilt fel el6szor @, egy, az origora illeszkeds (azaz
centralis) hipersikkal vett metszetének a térfogatdnak tanulmanyozéasa Laplace [22] mun-
kaja kapcsan. Polya [28] egy évszazaddal késébb bizonyitott integralformulaja segitségével
explicite ki lehet szamolni adott norméalvektora centralis hipersikmetszet térfogatét.

(2, minimalis térfogati centralis metszeteinek vizsgélata csak a XX. szazad masodik fe-
lében kezdédott el A. Good linearis formakra vonatkozo sejtése [17, 174. o.] aprop6jabol,
ami szamelméleti alkalmazéasok soran vet6dott fel. Ahogy Good megjegyezte a cikkében,
a sejtés geometriailag is megfogalmazhato, mégpedig a kovetkezSképpen: barmely m < n
esetén (), m-dimenzids centralis metszeteinek térfogata legalabb 2. Az m = n—1 esetet
Hadwiger [14] bizonyitotta be, egytttal megmutatta, hogy az egyenléség akkor és csak
akkor teljestil, ha a hipersik parhuzamos @),, valamely hiperlapjaval. Néhany évvel kés6bb
Vaaler [30] igazolta tetszdleges m esetén Good sejtését, ezenfelil Hadwigerhez hasonlo-
an az egyenlGség esetét is vizsgalta: a minimélis térfogati m-dimenziés kockametszetek
pontosan azok, amelyek parhuzamosak (),, valamely m-dimenziés lapjaval.

Ezek az eredmények 0sztokélték (), metszeteinek részletesebb vizsgélatat, kiilonos te-
kintettel az extremalis metszetek meghatarozasat. Hensley 1979-es cikkében [15] valoszi-
niiségi modszerekkel egy tjabb bizonyitast adott Hadwiger eredményére, ezenkiviil meg-
mutatta, hogy a hipersikmetszetek térfogata legfeljebb 5 - 27~1. Tovabba azt sejtette,
hogy v/2-2"! az éles felss korlat. Ezt Ballnak sikeriilt bebizonyitania 1986-os 4tt6ré cik-
kében [3], amelyben azt is belatta, hogy a maximaélis hipersikmetszetek merdlegesek @,
valamely 2-dimenzios lapjanak f6atlojara. A hipersikmetszetekre vonatkozo felsé korlatok
alacsonyabb dimenzi6ji metszetekre valo kiterjesztése kevésbé kézenfekvs, ezzel kapcso-
latban kiemeljiik Ball [4] illetve Ivanov és Tsiutsiurupa [16] munkajat.

Az alacsonyabb dimenzios hipersikmetszetek becslésén tilmendleg, tobb szempontbol
altalanosithato a metszetek vizsgélata. A nemcentrélis metszetek térfogatara Moody, Sto-
ne, Zach és Zvavitch [26] valamint Konig [20] adtak becsléseket. Ezenfeliil méas konvex
testek esetében is aktivan kutatott a metszetek elemzése. A szabalyos szimplex centré-
lis metszeteit Dirksen [11] és Webb [31] tanulmanyoztak, munkaik a doktori dolgozatai-
kon [10,32] alapulnak. Az ¢, normaju egységgémb metszeteit Meyer és Pajor [25] valamint
Chasapis, Nayar és Tkocz [8], mig a Gauss-mértékekre vett altalanositasat Konig [20] illet-
ve Zvavitch [33] vizsgaltdk. A vonatkozé eredmények részletes ismertetése megtalalhato
a [19,27] munkakban.

Visszatérve a centralis hipersikmetszetekhez, bevezetjiik a kdvetkezd jeloléseket: tet-
sz6leges m dimenzioban jelolje S™ ! az m-dimenzios egységvektorok halmazat; Vol,,(K)
az m-dimenzios K test térfogatat, azaz Lebesgue-mértékét; v pedig a {v} halmaz orto-
gonalis komplementerét R™-ben, vagyis a v normalvektorta centralis hipersikot. Rogzitett
n esetén tekintsiik (), hipersikmetszetének térfogatat a hipersik normalvektoranak fiigg-
vényeként: V, : S"71 — RT,

Vo (v) = Vol,_1(Q, Nv™). (1.1)
Hensley [15] és Ball [3] eredményébdl tudjuk, hogy mely vektorokra lesz V,-nek globélis

minimuma, illetve maximuma. Felmeriil a természetes kérdés, hogy V,, lokalis széls6-
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értékeirsl mit allithatunk. Ehhez elsGsorban V,, kritikus helyeinek vizsgélata sziikséges,
amiket a tovabbiakban kritikus irdnyoknak fogunk nevezni. Ezek kozott specialis osztalyt
alkotnak az tgynevezett diagondlis irdnyok, elGszor ezeket targyaljuk réviden.

Azokat az egységvektorokat, amelyek parhuzamosak @,, valamely k-dimenzios lapjanak
featlojaval, k-diagondlis irdanyoknak hivjuk, a r&4 meréleges hipersikkal vett metszetet
pedig k-diagondlis metszeteknek. A koordinatak permutécidjatol és elGjelétdl eltekintve,
a k-diagonalis iranyok a kovetkezd alakban frhatok fel:

1 1
d o= == 0, 0).

Ha nem szeretnénk megjelolni d,, ;, dimenzi6jat, akkor egyszerten diagondlis irdnyként,
illetve a rd4 merdleges hipersikkal vett metszetre diagondlis metszetként fogunk hivatkozni.
Most sorra vessziik a diagonalis irdnyokkal kapcsolatos eddigi eredményeket. Hensley [15]
valoszintiségi modszereken alapuld munkajabol tudjuk, hogy ha k ~ n, akkor

Vi (dyy) = \/g onh

1.38198 ~ \/E < V2 ~ 1.41421.
T

ami alig kisebb, mint /2 - 271

Bartha, Fodor és Gonzélez Merino [5] megmutattak, hogy rogzitett n esetén a k-diagonélis
metszetek sorozata szigorian monoton novekvs, amennyiben k > 3, vagyis

Vi(du) < Vi(dns) < Vi(doa) < ... < Va(dun) < \/g 27 < Vi (d).

lasd 1. abra.

1.5
O
o ° ° ° ° ] L4
1.3 °
1.2
1.1
1.0 °
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1. dbra. A V,(d,x)/2"" sorozat 1 < k < 10 esetén.



Sokaig feltételezték azt a kézenfekvd hipotézist, miszerint a kritikus centrélis hipersik-
metszetek mind diagonalisak. Ezt a sejtést Ambrus [2, Theorem 2.] az n = 2, 3 esetben
igazolta, a négydimenzios térben pedig megmutatta, hogy a kritikus irdnyok vagy diagona-
lisak, vagy a koordinatak permutaciojatol és elGjelétél eltekintve 1/4/10(1, 1,2, 2) alaktak,
lasd [2, Theorem 3.|. Jelen dolgozat {6 célja a magasabb dimenzios nemdiagonalis kritikus
irdnyok vizsgélata, ebben kulcsszerepet tolt be a kritikus irdnyokra vonatkozo feltételek
megadéasa. Ambrus |2, Theorem 1.| valamint Ivanov és Tsiutsiurupa [16, Theorem 1.1,
Condition 4.] egymaéstol fiiggetleniil karakterizaltak a kritikus iranyokat. Megjegyezziik,
hogy Ivanov és Tsiutsiurupa tetszéleges alacsonyabb dimenzios stkmetszetekre adtak meg
feltételeket, geometriai illetve vazrendszerekkel kapcsolatos modszerekkel. Dolgozatunk-
ban a hipersikmetszetek vizsgilataban a Fourier-analitikus megkozelités kozponti szerepet
jatszik, ennélfogva a [2| cikkbdl idézziik a kritikus irdnyokra vonatkozo sziikséges feltételt.
Legyen R; = {(q1,...,qn) € Qn: ¢ = 1}, és ahogy kordbban megjegyeztiik S"~! jeloli az
euklideszi egységgémb hatarat R"”-ben.

1.1. Tétel (|2], Theorem 1). A v = (vy,...,v,) € S" ! akkor és csak akkor kritikus
irany a V,(v) figguényre nézve, ha a koordindtdk permutdcidjdtol és eldjelétdl eltekintve
v =d, 2, vagy létezik olyan p > 0, hogy

Vol,—1(conv(0 U (R; N v™))) = p(1l — v3) (1.2)

minden 7 =1,...,n esetén.

Ahogy korabban emlitettiik, [2, Theorem 3.] alapjan @4-nek létezik nemdiagonalis
kritikus iranya. Vegyiik észre, hogy ha ezt a vektort kiegészitjiik 0 koordinatakkal, ak-
kor magasabb dimenziés kockdknak is kritikus iranya lesz. A dolgozat f6 eredménye az,
hogy 1étezik olyan nemdiagonalis kritikus irany is, amely teljes dimenzids, azaz mindegyik
koordinataja nemnulla.

1.2. Tétel. Tetszdleges n > 4 esetén Q,-nek létezik olyan nemdiagondlis kritikus centrdlis
metszete, ami nem pdrhuzamos eqyik koordindta-tengellyel sem, azaz normdlvektora teljes
dimenzids.

Az 1.2. Tétel bizonyitasa nagyban tamaszkodik az 1.1. Tételben alkalmazott eszko-
zokre, ezeket a kovetkezs fejezetben foglaljuk 6ssze. A 3. Fejezetben egy fontos fiigg-
vénnyel foglalkozunk részletesebben, melynek tulajdonsagait a bizonyitas soran felhasz-
naljuk. A 4. Fejezetben irjuk le a bizonyitas vazat, majd a sziikséges technikai lépéseket
a kovetkezd 6t fejezetben dolgozzuk ki. A dolgozat zarasaként, a 10. Fejezetben osszefog-
laljuk a témaval kapcsolatos tovabbi kérdéseket illetve sejtéseket.

2. Fourier-analizisbeli és val6szintiségszamitasi eszkozok

Ebben a fejezetben ismertetjiik a bizonyitashoz sziikséges, korabbi munkakban [2,19] ki-
dolgozott elméleti hatteret. Ahogy a bevezetésben emlitettiik, egy Polyatol [28] szarmazo

klasszikus integralformulaval V,, kiszamithato tetszéleges v = (vq,...,v,) € St vektor
esetén:
2n71 oo T
V. (v) = sinc v;t dt, 2.1
w="-/ 1 2.1)



ahol sinc a normalatlan kardinalis szinuszfiiggvényt jeloli, azaz

sinx

. ha x # 0,
sincz := x
1 ha x = 0.
o
v
S(vir) :=={d € Qn: (q,v) =7}, (2.2)

Legyen S(v;r) @, és egy v € R"\ {0} iranyt, az origotol tavolsagra 1év6 hipersik

metszete, azaz

ennek térfogata pedig
s(v;r) = Vol,_1(S(v;r)). (2.3)

A centralis hipersikmetszet térfogatanak tetszéleges v € R™ \ {0} vektorra értelmezett

normalizaltja legyen
T

2n—1

Vo (v). (2.4)

o(v) = 3is(vi0) =

A bizonyitashoz sziikségilink lesz az s(v;r) illetve o(v) fiiggvények (2.1)-hez hasonlé in-
tegralformulajara, amit [2,19]-n alapul6é Fourier-analizisbeli eszkozokkel vezetiink le.

Az X folytonos véletlen valtozo siirtiségfiiggvényét jelolje fx, az eloszlasfliiggvényét
Fx, a karakterisztikus fiiggvényét pedig ¢x. Legyenek Xi,..., X, a [—1, 1] intervallumon
egyenletes eloszlésu, fliggetlen véletlen valtozok. Ekkor (), normalizélt Lebesgue mér-
téke megegyezik az (Xi,...,X,) véletlen vektorvaltozo eloszlasaval. Ennek megfelelen
tetszdleges v = (vy,...,v,) € R" és r € R esetén, ha S(v,r) nem hiperlapja @Q,-nek,

akkor
]P< Z U@'Xi —Tr
i=1
lasd 2. abra.

1
< a) = 52 Volu(d € Qs [(a,v) —r| <€) = 2e - s(vir),

A\

2. abra. 2 ¢és a |(q,v) — r| < e sav metszete.

Ha ¢ — 0, akkor innen adédik, hogy
1
fZ?:l v X (T’) = W‘S(V; T). (25)
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Ismert, hogy > | v;X; karakterisztikus fiiggvénye

Py ux,(t) = [ [ sincuit, (2.6)

innen inverz Fourier-transzformécioval kapjuk:

fsr v (1) 27r/ Hsmcvzt cosrtdt. (2.7)

Ekkor (2.5) és (2.7) alapjan s(v;r) integralformuléval megadott alakja

2n 1
s(v;r) |V|/ Hsmcvzt cosrtdt, (2.8)

valamint (2.4) szerint
= \V[/ Hsincvitdt. (2.9)
T =1

A kritikus iranyok Fourier-analizisen alapul6 vizsgélatat a kovetkezd allitéas garantalja,
ami az 1.1. Tételben szerepl feltételt fogalmazza meg egy integralformula segitségével.

2.1. Allitas. A v = (vy,...,v,) € S akkor és csak akkor kritikus irdny a V,(v)
fiigguényre nézve, ha a koordindtdk permutdcigjatol és eldjelétdl eltekintve v = d,, 1, vagy

o(v) = / Hsmc v;t - coswv;tdt (2.10)

1 _
v;)? i#]
teljesil minden 5 = 1,...,n esetén.
Megjegyezziik, hogy a v; = (v1,...,0j_1,0j41,...,0,) € R"7! jelélés bevezetésével, (2.8)
alapjan (2.10) megegyezik azzal, hogy
™

o(v) = ms(v $;). (2.11)

A |2, (2.12)] egyenlet biztositja, hogy az ekvivalencia valoban fennall az 1.1. Tétel és
a 2.1. Allitas kozott.

3. Diagonalis metszetek osszehasonlitasa

Bevezetjiik a
In(r) = / sinc™ t - cos(rt) dt (3.1)
fiiggvényt, ahol n pozitiv egész és r € R. Tulajdonképpen (3.1) részletesebb vizsgélata
adja a munkank kiinduléopontjat. Egyrészt ugyanis valoszintiségi meggondolasbol, (2.7)
alapjan
(1) = 27 - s x (). (3.2)

8



Ebbdl konnyen lathato, hogy J,(r) = 0 az r > n esetben, ugyanis n darab, a [—1,1]
intervallumon egyenletes eloszlasu, fliggetlen véletlen valtozé Osszege nem lehet nagyobb
n-nél. Masfel6l geometriai szempontbol (2.8) miatt

In(7) $(Lp;7), (3.3)

o7
- on—1 \/ﬁ
ahol 1, a csupa l-esbdl allo n-dimenzios vektort jeloli. .J,(r) kiszamitésara ismert az
alabbi explicit formula:

125" ]

Jn(r) = m Z (=1)° (?) (n+r—20)"" (3.4)

=1

ha 0 < r < n, kiilénben 0, lasd [13,24]. Mivel J,(r) paros fiiggvény, ezért joggal feltéte-
lezhetjiik, hogy r > 0.

A (3.4) formulanak ismert egy kombinatorikai interpretacidja abban a specialis esetben,
ha r egész és n + r paros. Ehhez el6szor ismertetjik az elsdfaji Fuler-szamok fogalmat,
melyeket a tovabbiakban az egyszertiség kedvéért csak Fuler-szdmoknak fogunk nevezni:
az A(m,[) Euler-szam az {1,2, ..., m} halmaz azon permutacioéinak szdma, melyekre pon-
tosan [ darab olyan elem van, ami nagyobb az el6tte 1événél. Az Euler-szamok az alabbi
rekurziot elégitik ki:

A(0,0) :=1, A(m,0):=0, ham >0,
An,)=(n—-1+1)An—-1,1—-1)+1A(n — 1,1),

valamint a kovetkezd explicit formulaval szamolhatok ki:

A(m, 1) = f:(—ni(m - 1) (L= i)™, (3.6)

i
i=1
Az Euler-szamokat tovabba egy szimmetrikus tulajdonsaggal is tudjuk jellemezni:
A(m,l) = A(m,m —1+1). (3.7)

Az Euler-szamok részletesebb ismertetéséhez lasd a [7,23] cikkeket illetve |9, 240-243. o.].
A (3.6) explicit formula alapjan a (3.4) formula Euler-szamokkal a kovetkez6képpen irhato
fel:

In(r) =

A<n -1, n_—i—r)

T

A 3.8
(n—1)! (3:8)
akkor, ha n+r paros. Ennek fényében nem meglepd, hogy az Euler-szamokhoz hasonléan
Jn(r)-re is létezik egyfajta rekurziv formula, melyet Thompson [29] bizonyitott:

n—+r n—r
Jn(1) = ——=Jn— 1)+ —=Jp-1(r—1). 3.9

Megjegyezziik, hogy a fenti formula tetsz6leges r € R szamra teljesiil, azonban a rekurzié
természetébdl addodoan az egész szamok esetében tudjuk igazan alkalmazni az Osszefiig-
gést, ahogy azt a késGbbiekben latni fogjuk. Specidlisan az r = 0 esetben a (3.9) rekurzié

a kovetkezd alakot oOlti:

Jn(0) = Joa(1). (3.10)



n 21 3| 4 ) 6 7 8

7,(0) 3m | 2 | 1157 | 117 | B887w | 151«
n 7T - N
4 3 192 20 | 11520 | 315

1. tablazat. J,(0) értéke 2 < n < 8 esetekben.

Ismert, hogy J1(0) = Ji(1) = 7, igy (3.10) és a (3.9) rekurzios osszefiiggés alapjan J,(0)
kénnyedén kiszamolhato kis n-ekre, lasd 1. téablazat.

J,(0), mint n szerinti sorozat szoros Osszefiiggésben all a centralis hipersikmetszetek
térfogatdnak sorozataval, ugyanis

™

Vido(0) = 55 Va(la) = o(1,)

(3.3) valamint (2.4) szerint. Ezen 6sszefiiggésbdl kiindulva a J,(0) sorozatnak a kovetkezd
tulajdonsagait rogzithetjik. Ball [3, Lemma 3.| eredménye alapjan J,(0) monoton csok-
kend és 0-hoz konvergal, ha n — co. Az nJ,(0) sorozat pedig monoton névekvs, lasd [1].
Ismert tovabbé, hogy

lim v/nJ,(0) = V6,

n—oo

lasd [22,28], raadasul a konvergencia szigortian monoton novekedve torténik, ha n > 3,
ahogy azt Bartha, Fodor és Gonzalez Merino [5] megmutattak. A bizonyitasuk Laplace
modszerén alapul, amellyel tulajdonképpen a /nJ,(0) sorozat konkavitasat is igazolni
lehet, ahogy arra a szerzék is ramutattak. Mindemellett .J,,(0)-re aszimptotikus formula
is ismert, lasd [18]:

|6 3 13 27 1
Jn(0) =4/ —(1— — ol—) ). 3.11
() n ( 20n  1120n2 * 320013 i <n4>) (3:.11)

In(2)
In(0)

melyet a kovetkezs tétel biztosit, amit a a 7. Fejezetben bizonyitunk.

Az 1.2. Tétel bizonyitasahoz a

hanyados feliilr6l valo becslésére lesz sziikségiink,

3.1. Tétel. Legyen r nemnegativ egész ésn > 5 illetve 0 < r < n—3 tetszdlegesek. Ekkor

In(r+2) < cppdn(r), (3.12)
! (=== ) —r+2)
B P R [ e (3:13)

Ismertetjiik a fenti tételnek két fontosabb kivetkezményét, melyek bizonyitasat szintén
a a 7. Fejezetben kozoljiik.

3.2. Allitas. Bdrmely n > 2 esetén fenndll az aldbbi egyenldtlenséy:

(1 + 3) Js2(0) < (n + 2)J,(0). (3.14)

10



Megjegyezziik, hogy paros n-ek esetén a fenti allitasnél enyhén erGsebb becslést igazolt
Lesieur és Nicolas [23].

Korabban lattuk, hogy J,(r) és az Euler-szamok kozott szoros kapcesolat mutathato fel,
igy a 3.1. Tétel felhasznalasaval akar a szomszédos Euler-szamokat is becsiilhetjiik. Erre
az alabbi becslés ismert [23]:

3.3. Tétel (|23, Theorem 3.). Tetszdleges m > 21 — 1 és 1 > 2 esetén

A(m,l—1)<<

m—1 >m2l+2

—_— A [ 3.15
m—1+2 (m, 1) ( )
A 3.1. Tétel kovetkezményeként kapott becslés ennél erésebb.

3.4. Allitas. Tetszoleges m > 2l — 1 és | > 2 esetén
A(mJ — 1) < Cm+1’m,21+114(m, l), (316)

ahol ¢, -t a (3.13) formula definidlja. Tovdbbd a fenti egyenldtlenség a (3.15) egyenldt-
lenségnél erdsebb.

A fejezet zarasaként a J,(0) sorozat egy tjabb tulajdonsagat fogalmazzuk meg, amit
numerikus szamitasok alapjan igaznak véliink, lasd 3. abra.

3.5. Sejtés. A J,(0) sorozat szigorian log-konvex, ha n > 3, vagyis az In J,(0) sorozat
szigoruan konvex, ha n > 3.

1.2¢
1.0
0.8r
0.6
04r

0.2

2 4 6 8 10
3. abra. Az In(J,(0)) sorozat abrazolasa 1 < n < 10 esetén.
A log-konvexitas definicidja alapjan a 3.5. Sejtés igazolasahoz elegendd tetszdleges
harom egymast kovets tagot 0sszehasonlitani, nevezetesen
Jn(0)% < Jp_1(0) - Jp i1 (0). (3.17)

Megjegyezziik, hogy abban az esetben, amikor a kozéps6 tag indexe, n paratlan, akkor
(3.17) azonnal adodik a Cauchy-Scwharz-egyenltlenségbdl, ugyanis

nor = ([ et dt)2 < [TeRwan [T o= a0 ha)

—00 o] o
ahol ¢(t) = sinct. Ez a gondolatmenet azonban nem miikddik paros n-ek esetén, igy
a 3.5. Sejtés teljes értékd bizonyitasahoz minden bizonnyal mas eszkozok sziikségesek.
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4. Nemdiagonalis kritikus iranyok

A tovabbiakban egy speciélis vektorosztallyal foglalkozunk, ami a koordinatak permuta-
civjatol és elGjelétsl eltekintve a kovetkezd alakban irhato fol a fiiggvényében:

1
ahol 1 <k<n-1ésacl,: = [0 —}, illetve b-t a kovetkezd formula definilja:

Vk

1 — ka?
n—=k

b:= bn,k(a) = (41)

Kiemeljiik, hogy b-re ugy tekintiink, mint az a valtozo és az n, k indexek fiiggvényeként,

nem jeloljiik; ha mégis sziikséges, ott jelezziik az n, k paraméterek értékeét.

Célunk azt belatni, hogy barmely n > 4 esetén létezik olyan a € I, melyre v, 2(a)
nemdiagonélis, kritikus, teljes dimenziés irany. Ennek okan a tovabbiakban felteszziik,
hogy n > 4. Eleinte tetszéleges k-ra vizsgaljuk a V,,(v,x(a)) figgvényt, majd csak a
8. Fejezetben szoritkozunk a k = 2 esetre.

Figyelembe véve, hogy a v, x(a) vektor csak két kiilénbozs koordinatabol 4ll, a 2.1. Al-
litas alapjan v, x(a) akkor és csak akkor kritikus irdny, ha

oo

1 oe 1
7 5 / sinc™ * bt - sinc* "t at - cos at dt = T / sinc™ *~1 bt - sinc” at - cos bt dt.
J— a _ J—

o0 —0o0

Ez ekvivalens azzal, hogy F,, ;(a) = 0, ahol

1 o
For(a) = - / sine"* bt - sinc* ! at - cos at dt—

(4.2)

1 (o]
1 / sinc %1 bt - sinc® at - cos bt dt,

—00

az I intervallumon értelmezett fiiggvény. Kiemeljiik, hogy a k = 1 esetben nemdefinialt
(4.2), igy a tovabbiakban éliink a & > 1 megkotéssel. Vegyiik észre azonban, hogy ez
teljesen megalapozott, ugyanis a k = 1 esethez a d,, ; diagonalis tartozik, melyre meréleges
hipersikmetszet térfogata globalis minimuma V,,-nek Hensley [15] eredménye alapjan.

A fentebbi észrevételiinkre alapozva, mostantol F), i (a) zérushelyeinek részletesebb vizs-
galata a célunk, ehhez pedig kiindulédsképpen tekintsiik az 4. abrét.

1
Megjegyezziik, hogy a 4. abran szerepld grafikonoknal az a = 76 érték a 6-diagonalis

irdnyhoz tartozik, mig az intervallum bal végpontja a 4-, illetve 3-diagonalis iranynak felel
meg, a jobb végpontok pedig a 2-, illetve 3-diagonalis iranyokat takarjak. Vegyiik észre,
hogy a 4. abra baloldali grafikonjan egy ezektdl kiilonb6z6 zérushely is lathato, mely-
nek létezését kell garantalnunk. Ennek bizonyitasa az alabbi harom lemmara tagolodik,
melyeket a kovetkezs fejezetekben igazolunk.
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0.10} 0.05

0.05}

0.1 02 03 04 05 06 07
-0.05}
[ -0.05

-0.10;
70.15:'
4. abra. Fgo(a) illetve Fg3(a) fiiggvények grafikonja.
4.1. L Barmely 1 < k < té L g L ‘rushelyei F, ;(a)-nak
.1. Lemma. Bdrmely n esetén — és —= zérushelyei F, (a)-nak.
NI ’

4.2. Lemma. Tetszdleges 1 < k < n esetén I, ;. differencidlhato int I, barmely kompakt
részintervalluman, valamint

/

nk(%) < 0.

1
4.3. Lemma. Minden n > 4 esetén létezik olyan vy, > 0, hogy ha — — v, < a

1
< —7=
V2 V2
akkor F,5(a) > 0.

Végiil sziikséglink lesz F), x(a) integrandusara, ezt az

-sinc” *~1 bt -sinc® at-cos bt (4.3)

ela,t) = -sinc™ bt -sincF 1 at- t—
frk(a,t) T Sinc sinc™™" at-cosat— 5

fiiggvényként definidljuk az I, x R halmazon. A fenti lemmék felhasznalasaval az 1.2.
Tétel bizonyitasa azonnal adodik.

1.2. Tétel bizonyitisa. A 4.1. Lemma alapjan

FM(%) - Fn2<%) ~0. (4.4)

A kardinalis szinuszfiiggvény tulajdonsagai miatt f,2(a,t) folytonos mindkét valtozoja-
ban, tovabba
2 ha [t| <1,

¢n,2(t) = 2 (45)
ha |t| > 1.

tn—l

integralhatoé majoransa f, 2(a,t)-nek minden a € Ir-ra. Ekkor [21, 3.1. Theorem, 286. o.]
alapjan F, s(a) is folytonos Io-n. A 4.2. Lemma szerint F),s(a) differencialhaté int I
barmely kompakt részintervallumén, illetve

1
F;Z’Q(%> <0,

1

ezért F,, 5(a) lokalisan szigortan monoton csokkend T—ben7 s igy (4.4) miatt e zérushely
n

egy jobboldali kérnyezetében negativ. A 4.3. Lemma pedig azt &llitja, hogy

1
— €
2 gy
13



baloldali kérnyezetében pozitiv F), 2(a). Ekkor Bolzano tétele [6, 31. o.] miatt létezik
olyan

be ]~ | (1.6)
n ﬁ’ \/§ 7 N
hogy F,2(&,) = 0, s igy a 2.1. Allitas miatt v, 5(¢,) kritikus irany. Tovabba (4.6) azt is
garantéalja, hogy v, 2(&,) valoban nemdiagonalis és teljes dimenzios vektor. O

Bizonyitasunk csak a zérushely létezését garantalja, azonban numerikus modellek alap-
jan (lasd 4. abra) ugy sejtjiik, hogy minden n-re pontosan egy ilyen &, zérushely létezik.
A 2. tablazat foglalja 6ssze kis dimenziokra &, numerikus értékét.

n 4 3 6 7 8 9 10
&n | 0,632455 | 0,634265 | 0,636071 | 0,636935 | 0,637520 | 0,637921 | 0, 638219

2. tablazat. &, zérushely numerikus értékei 4 < n < 10 dimenzidk esetében.

Az, hogy pontosan egy ilyen &, zérushely létezik, csak az n = 4 esetben igazolt (|2, The-
2
orem 3.]). Ekkor & = \/g , s igy a nemdiagonalis kritikus iranyok a koordinatak permu-

1
taciojatol és elGjelétdl eltekintve \/—1_0(1, 1,2,2) alakuak. Ugyancsak ebben az esetben

fellelhets egy geometriai jelentés, miszerint a nemdiagonalis kritikus iranyok illeszked-
nek Q3 megfelels testatlojaval parhuzamos, origon atmend hipersikra. Azonban hasonld
Osszefiiggést magasabb dimenzidkban nem taldltunk numerikus szamitasok alapjan.

5. A diagonalis irAnyok valéban kritikusak

A 4.1. Lemma bizonyitdisa. Ha a = akkor a = b, amibdl azonnal kovetkezik, hogy

1
V'
1
fnr(a,t) azonosan 0, s igy — valoban zérushelye F), x(a)-nak.

vn
1

Tekintsiik az a = — esetet. Ekkor

Vi

1 _ k Oo : k—1 t t > . k t .
F”’“(ﬁ) T r_1 _Oosmc ﬁ-cosﬁdt—/_oos,lnc ﬁdt_

— \/E<k ﬁ 1Jk_1(1) — Jk(o))7

(5.1)

1
ami (3.10) miatt 0, tehat a« = —= szintén zérushelye F), ;(a)-nak. O

Vk

1
Vegyiik észre, hogy mivel d,, , = Vn,k<ﬁ>, igy a lemmaval egyuttal azt is belattuk,

hogy a k-diagonalis iranyok valoban kritikusak minden 1 < £ < n-ra.
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6. F,r(a) derivaltja

A 4.2. Lemma bizonyitdsa. A kardinalis szinuszfliggvény tulajdonsidgai miatt f, x(a,t)

folytonos mindkét valtozojaban, tovabba

2 ha [t| <1,
wn,k<t) = 2

tn—l

ha [t| > 1.

integralhaté majoransa f, ;(a,t)-nak minden a € Ij-ra.

afn,k(a, t)

(6.1)

Ugyanezeket a tulajdonsagokat kell belatnunk a——rél. Elsszor az f, x(a,t) fige-

a
vény a szerinti derivaltjat hatarozzuk meg az [ intervallumon, amihez az aldbbi differen-

cialasi szabalyokat fogjuk felhasznélni:

1 2ab
(sincx) = —(cosx —sincz) és bV = ?
T

11— 242
Ekkor
Ofnr(a,t 2 ) )
/ g(a ) = a ¢ 72 -sine™* bt - sinc* "t at - cos at+
a —a
k sinc bt — cos bt
+ ﬁ -gine™ F 1 pt - - 72 -sinc* 1 at - cos at+
—a
k—1 t — si t
o sine™ R bt - sincF2at - o TET L cogat—
—a a
1 © ok k1 .
sk sinc bt - sinc” " at -sinat - t+
2k
+ (n = k)(la— )2 -sine™ * 1 bt - sinc® at - cos bt —
(n—k—Lka . , . o , sincbt—cosbt . ,
- - sinc™ bt - -sinc” at - cos bt—
(n—k)(1—b?) b2
k 1 t— t
1 sinc” * 1 bt - sinc* ' at - Hicat T cosdat cos bt —
— a

ka . . )
— -sinc™ *72 bt - sinc® at - sin® bt.

(1 — ka?)(1 - 1?)

Ofnrla,t .
Ebbdl az alakbol jol latszodik, hogy % folytonos I x R-en, hiszen
a
. cosat — sincat ) , sincbt — cosbt  t?
lim =0 és lim = —.
a—0 a a—1/VEk b?

Tovabba adott pozitiv egész m-re, az

sinc™ at| <
= Gy
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3fn,k(a, t)

a
integralhat6 majoransa int I barmely kompakt részintervalluman, azonban mivel
ka
lim -sinc™ %2 bt - sinck at - sin? bt = oo,

aoipi (1= ka?)(1 = 57)

ezért a teljes I intervallumon nem tudunk integralhaté majoranst megadni.

egyenlStlenség felhasznalasaval, (6.1)-hez hasonlé médon -nak is megadhato

A Leibniz integralszabaly (lasd [21, Theorem 3.2., 287. o.|) szerint F,, x(a) differenci-
alhato int I, barmely kompakt részintervallumén, és a derivéltja

F! () /fnkatdt / af%iat)dt (6.2)

Ezenkiviil F} ,(a) is folytonos int I barmely kompakt részintervalluman [21, Theorem
3.1., 286. o.] szerint. Mindezek alapjan meg tudjuk hatérozni az

)

értéket. Annak érdekében, hogy a derivaltba vald behelyettesités egyszertibben kiszamol-

a n ;t . . .
hato legyen, elGszor M—t kicsit mas formaban irjuk fel:
a
Ofnilat k—2 e .
/ ’g((la ) = 2a(1 = a?) -sinc™* bt - sinc® 2 at+

(n—k—2)ka
2(1 — ka?)(1 —b?)

3
i
i

-sine” * 2 bt - sinc® at—

k
2a(1 — b?)
ka k—1
1—a®)®  a(l —a?)

(n—k—1)ka k
=2 (1—ka)(1—0)  a(l =)

2(1 — a2 ) -sinc™ "1 bt - sinc" ! at - cos ((a — b)t)—|—
—a

s+
(

> -sinc™ ¥ bt - sinc* " at - cos at+

ka
)b
2a n
(1 —a?)?
2ka ) o p—k—1 -k
- sinc” bt - sinc” at - cos bt+
(n—k)(
K inc™ % bt - sinc* 2 at 2at
—i—m-smc - sInc at - cos 2at+
(n —k)ka

2(1 — ka?)(1 —b2) sinc" "2 bt - sinc” at - cos 2bt—

ka k e o
- (2(1 “ R 2a(l = bz)) sine™* bt - sine " at - cos ((a + b)t).

Ha most behelyettesitiink a = -t, akkor b = a adodik, s igy sinc hatvanyait Ossze-

1
NZD
vonhatjuk. Ennélfogva az Fﬁk( > integralformuldban minden tag

NG
/_: asinc™ % Cos % dt = av/nJ,,(B)
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alaki, ahol «a, 5 € R, m pozitiv egész, illetve J,,(f) a (3.1)-ben definiélt integralt jeloli.
Tehat a behelyettesités utdn az aldbbi egyenléséget kapjuk:

F/%k<i) _ A, -2(0) + kn =k =2 —2(0) — ﬂl‘]n—a(OH

vn 2n—1) " 2(n —k)(n—1)"" 1-—
n?(n+1) kn?(n +1) B
=1 Wt e W
kn? kn? kn?
_ p— Jn_2(2) + mjn_g(Q) + mjn_g(Q).

Ez a kovetkezs alakra egyszertisodik:

Fnk(%) T (- I;)l?n —1) (Z t 1‘]”—1“) a JH(O))'

A (3.10) formula alapjan

1 n? n+1
F (—=)= Jn(0) — J,—2(0) ). 6.3
”’“(ﬁ) (n—k:)(n—l)( (0 2 >> (6:3)
A 3.2. Allitasbol adodik, hogy (6.3) valéban negativ minden n > 4 és 1 < k < n
esetén. [

7. A J,(r+2)/J,(r) arany felsé becslése és kévetkezményei

Az el6z6 fejezet végén lathattuk, hogy a 3.2. Allitas kulcsszerepet télt be a bizonyitas-
ban. A (3.14) egyenl6tlenség aszimptotikusan is vizsgalhato a (3.11) formula segitségével,
ugyanis ha n elég nagy, akkor

e [T (1 1)
n 20n  1120n2

a J,(0) mennyiség also korlatja,

Ko [T ()
n 20n

pedig fels6 korlatja. Ha megmutatjuk, hogy az igy definialt korlatokra
(n+3)Kp2 < (n+2)k, (7.1)

fennall, akkor ebbdl kovetkezik (3.14) elegendGen nagy n-re. Mindkét oldalt négyzetre
emelve, majd n3(n — 2)5-nel megszorozva kapjuk, hogy (7.1) ekvivalens az

3\2 3 13 \2
2 2——) 5 25(2—— ——).
(n+3) ((n+ ) 50) " < (n+2)°(n 50" ™ 1190

egyenl6tlenséggel. Utobbi pedig kovetkezik abbol, hogy a

() = 1331 7 158607 o SIGISTSS ; 1013093 , 203043 , 20893 , O58L . 169
PRI =560 7 T 11200 © T 1254400 © T 125440 ¢ 31360 | 78400° 78400 ' 39200

17



hetedfokil polinom szigoriian pozitiv, ha x kell6en nagy. Vegyiik észre, hogy ha R = 8§,
akkor

1331 7 158607 6+31615753 5+1013993 4+293943 3+20893 2, 9581 169
560 11200 1254400 125440 31360 78400 78400 39200’

igy Rouché tétele alapjan p Osszes gyoke az origd kozéppontd, R sugard koron beliil
van, emiatt p(x) pozitiv, ha x > 8. Ebbdl a gondolatmenetbdl latszik, hogy a (3.12)
egyenlStlenség valoban teljesiil nagy n-ek esetén.

In(2)
In(0)

rekurziv formula jellege indukalja az altalanosabb,

hényados becslése sziikséges. A (3.9)

In(r + 2)

Jn(r)
a 3.1. Tétel fogalmaz meg, ahol r nemnegativ egész. Ezt fogjuk most igazolni.

A 3.2. Kévetkezmény preciz igazolasahoz a

hényados becslését, amit

A 3.1. Tétel bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy r nemnegativ egész, a bizonyitas n szerinti
teljes indukcidval torténik. Az n = 5 esetet a 3. tablazat foglalja Gssze.

r 0 1 2

T T 1497
csrds(k) = Js(r +2) | = | 505 | 35704

3. tablazat. A Js5(r + 2) < ¢5,.J5(r) egyenlStlenség ellenérzése az r = 0, 1,2 esetekben.

Tegyiik fel, hogy (3.12) teljestil valamely rogzitett n-re barmely 0 < r < n — 3 esetén.
Megmutatjuk, hogy ekkor (n 4 1,7) parra is teljesiil, ahol 0 < r < n — 2 tetsz6leges.

1. eset. Legyen r = 0, ekkor a bizonyitand6 egyenlétlenség:
Jn+1 (2) < Cn+170<]n+1(0). (72)

A (3.9) rekurziv formula alapjan

n+3 n—1
Jn+1(2): om Jn<3) om Jn(1)7
n-+1
T (0) = "2, 01)

Az indukcios hipotézist (n, 1) parra alkalmazva a kovetkezs egyenl6tlenséget kapjuk:
Jn(3) < Cn71Jn(1).

Ekkor (7.2) kovetkezik az alabbi egyenl6tlenségbdl:

n—1 n+1
Cn1+ < Cnt1,0- (7.3)
2n n

n+3
2n

Felhasznélva ¢, , definiciojat, az egyszertsitések utan az
(n—=3)+(n+5) <2(n+1)
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egyenl6tlenséghez jutunk, ami nyilvan teljesiil minden n > 5 esetén.

2. eset. Legyen 1 <r < n — 4. Ekkor a bizonyitand6 egyenl&tlenség :
Jn+1 (7’ + 2) < Cn+1,TJn+1 (T) (74)
Ismét a (3.9) rekurziv formula alapjan

n+r—+3 n—r—1

Jng1(r +2) = 5 Jn(r+3) + o Jo(r+1),
n+r+1 n—r+1
Jn+1(’f') = TJTL(T' + 1) + TJTL(T' — 1)

Az indukcios hipotézist (n,r + 1) illetve (n,r — 1) parokra alkalmazva a kovetkezs egyen-
16tlenségeket kapjuk:

In(r+3) < eppirdn(r + 1),

To(r +1) < Jo(r —1).

Cn,rfl
Ekkor (7.4) kovetkezik az alabbi egyenltlenséghdl:

n+r+3 +n—7"—1
2n o 2n

n+r+1 n—r+1 1
+ —).

<c 1 (
= b 2n 2n Cnr—1

Felhasznélva ¢, , definiciojat, az egyszertsitések utan az

m—r—=3)n—r—1)Mn-r+1)
(n+r+5)(n+r+1)
(mn—r—1n—-r+)n—-—r+3) nm-r+1l)n+r—1)
(n+7r+5)(n+7r+3) (n+7+5)

+(n—r—1)<

egyenlGtlenséghez jutunk. Ennek mindkét oldalat megszorozva az
m+r+1(n+r+3)(n+r+5)

szorzattal adodik, hogy

(n—r=3)(n—r—1)n—r+)(n+r+3)+(n—r—1)(n+r+5)n+r+1)(n+r+3) <
(n—r—=1n—-—r+)n—-r+3)n+r+1)+n—-r+1)(n+r—1)n+r+1)(n+r+3).

Jobb oldalra rendezve és elvégezve a szorzasokat az
0 < 16r° + 48r% 4 32r

egyenl6tlenséget kapjuk, amely nyilvan teljesiil minden 1 < r < n — 4 esetén.

3. eset. Legyen r =n — 3 vagy r = n — 2. Ekkor a bizonyitand6 egyenlStlenség ismét
Jn+1 (7“ + 2) < C/)’L_‘_l"rJn_l'_l (7’) (76)
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alaki. Ugyancsak hasznalhatjuk a (3.9) rekurzios formuléat, azonban ebben a két esetben
Ju(r+3) =0, s igy

—r—1
Tt (r+2) = T ——Ju(r + 1)
n+r+1 n—r+1
Jn+1(T) — T‘Jn<r + ].) —I— T‘Jn<r - 1)

Az indukcids hipotézist a jobb oldal masodik tagjara (n,r — 1) paraméterekkel alkalmazva
a kdovetkezd egyenlGtlenséget kapjuk:

Jo(r+1) < Ju(r —1).

Cn,r—l
Ekkor (7.6) kovetkezik az alabbi egyenlStlenségbdl:

n—r—1
2n

n+r+1 n—r+1 1
s 1)

7.7
2n 2n Cnor—1 (1)

S Cn+l,r (

amely adodik a (7.5) formulabol, hiszen ¢, 1 > 0. Igy ezt az esetet is belattuk, és ezzel
a bizonyitasunk teljes. O

A 3.1. Tétel kovetkezményeként elészor a 3.2. Allitast igazoljuk, melyet az el6z6 fejezet
végén hasznaltunk fel.

A 8.2. Allitds bizonyitdsa. A 2 < n < 4 esetekben konnyedén leellendrizhets az egyen-
16tlenség az 1. tablazat alapjan. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy n > 5. Alkalmazzuk
el6szor a (3.10) képletet, majd a (3.9) rekurzios formulat (3.14) bal oldaléara:

n+2 (n+2)? n+ 2
— )= ——"J,(2

Ini2(0) = - 2n(n+1)""

J,(0).

2(n+1)""

Tehat (3.14) ekvivalens azzal, hogy

(n+3)(n+ 2)? (n+3)(n+2)
n 2 n 2 n b
on(n + 1) Tn(2) + 2(n + 1) n(0) < (n+2)Ju(0)
amibdl atrendezéssel adodik az
(n—1)n
J,(2) < J, (0 7.8
(2) (n+2)(n+3) (0) (7.8)
egyenlStlenség. A 3.1. Tétel alapjan
n—2
g, (2 n0Jn(0) = J,(0),
(2) < noa(0) = =2 1,0

igy (7.8) igazolasahoz elegendd azt megmutatni, hogy minden n > 2 esetén

n—2 (n—1)n
n+4 < (n+2)(n+3)

Atszorzassal konnyen igazolhato ez az egyenl6tlenség, ugyanis

(n—2)n+2)(n+3)=n"+3n*—4n—-12<n’*+3n> —dn = (n— Dn(n +4). O
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Végiil az Euler-szamokkal kapcsolatos 3.4. Allitast igazoljuk.

A 3.4. Allitds bizonyitdsa. A (3.8) dsszefiiggés valamint az 1.2. Tétel alapjan
n+r

A(n -1,

+ 1) < CWA(n— 1, n+7")‘

2

Felhasznéalva az Euler-szamokra vonatkozo (3.7) szimmetriat kapjuk, hogy

— 1) < cmA<n— 1, n;r)

n—r

A(n — 1,

—T

Azm=n—1¢ésl= atindexeléssel kapjuk a (3.16) egyenlStlenséget.

A bizonyitas mésodik felében megmutatjuk, hogy (3.16) valoban erdsebb becslés, mint
(3.15), amihez (3.13) egyszertisitése utén azt kell belatni, hogy

(I—=DIl+1) ( m — 1 )m—2l+2

(m—Il+D(m—1+2)(m—1+3) \m—1+2 (7.9)

teljestil minden m > 20 — 1 és | > 2 esetén. Vezessiik be a yn = m — [ 4 2 valtozot (ekkor
p>141), a(7.9) egyenlstlenséget pedig rendezziik at a kovetkezéképpen:

(S—_ 11));3((;:?) <M ; 2>l < (uT_QY (7.10)

Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlGtlenség jobb oldala szigortian monoton névekvs p-ben.
Megmutatjuk, hogy (7.10) bal oldala viszont szigorian monoton csékkend p-ben.

Legyen | > 2 tetszoleges, rogzitett, és tegyiik fel, hogy p > 1 4+ 2. Tekintsiik a (7.10)
egyenlGtlenség bal oldalara p szerinti fliggvényként, ennek a derivéltja:

- (1 — DI+ 1) (u—Q
(h=2)(p = 1P (p+ 12\ p

Ha p > 1 + 2, akkor a derivaltban az utolsé tényez6 pozitiv, hiszen

l
) (3% — 2 — 642 — p+ 20 + 2).

3 —2p® —6p> —p+20+2> B +412+50 >0,

s igy a derivalt negativ minden p > [ + 2 esetén. Ennélfogva (7) bal oldala szigorian
monoton csokkend p-ben, amennyiben p > [ + 2.

Ekkor elegend a p = 1 + 1,1 + 2 esetekben igazolni (7.10)-et, ugyanis monotonités
miatt minden méas p-re és [-re teljesiilni fog. Ha p =1+ 1, akkor (7.10) a trivialis

l—1<l—1
l+2 1+1

egyenlStlenséghez vezet. Ha pedig p = [ + 2, akkor (7.10) az egyszertsitések elvégzése
utan ahhoz vezet, hogy

-1 - l
[+3 1+2
ami atszorzéassal konnyen adodik, és ezzel a bizonyitasunk teljes. O]
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8. F,(a) az I, intervallum jobb végpontjaban

A 4.3. Lemma bizonyitasahoz felidézziik a hipersikokra valo vetitésekhez kapcsolédo
térfogatosszefiiggést. Adott H, és H, hipersikok u és v egységnormalisokkal. Az A C H,
halmaz H, sikra vett ortogonalis vetiiletét jelolje Py, (A), lasd 5. éabra.

5. abra. A felszin valtozésa egy hipersikra vald vetités soran.

Ekkor a Fubini-tétel miatt A vetiiletének (n — 1)-dimenzios térfogata:
Vol,,_1(Pg, (A)) = [{u,v)] - Vol,,_1(A). (8.1)

A 4.3. Lemma bizonyitdsa. A masodik fejezetben latott (2.11) formula alapjan

P 1 1
Inpla) = ———=s(w(a);a) = ————=
—Faala) = (e - o

s(ug(a);b), (8.2)

ahol uy(a) = v,_11(a) és ug(a) = v,_12(a). A rajuk meréleges @),,_1-hipersikmetszetekre
(2.2) alapjan vezessiik be az

Si(a) = S(wi(a);a), Sy(a) = S(uz(a);b)
jeloléseket. Legyen tovabba e; és e, az R"! tér standard bazisanak elsé két eleme.
Az s(ui(a);a), s(uz(a);b) fiiggvényeket az Si(a), Sa(a) metszetek ortogonalis vetité-
sével meg tudjuk hatarozni a = 7 egy megfelel6 baloldali kornyezetében. A vetiile-

tek térfogatanak finom becslésével megmutatjuk, hogy létezik olyan v, > 0, melyre ha

1 1
— — v, < a < —, akkor (8.2) jobb oldalan all6 fiiggvény pozitiv.

V2 V2

Az s(uy(a); b) mennyiség vizsgalataval kezdjiik. R"~! pontjait irjuk (z,y) alakba, ahol
r € R ésy € R"2. Ekkor az S;(a) metszetre illeszkedd hipersik egyenlete (2.2) alapjan

a-z+bly,1, 9) =a,
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azaz x-re atrendezve 5
- 2y Lua) (53

Vegyiik észre, hogy x < 1 csak akkor, ha (y,1,_2) > 0; valamint z > —1 csak akkor, ha

r=1

2a
(y,1,-2) < - Legyen
Fi={(1,y) €Qn-1:y € Qna}

1
n—1 hiperlapja. Vegyiik észre, hogy maxyco, ,(y,1l,—2) = n—2. Ennélfogva, ha a < —-
YEQn—2

V2

b
ra teljesiil a — < 5 egyenl6tlenség, akkor S;(a) merdleges vetiilete Fj-re:
a

PFI(Sl(a)) = {(1,}’) € Fl : <Y7 1n72> > 0},
ami éppen az F lap fele. Ebbdl adoédik, hogy
1
Voln,g(Ppl (Sl(a))) = 5 . VOln,Q<F1> = 2”73. (84)
Masfelsl (8.1) alapjan

ul(a) a

i (a)]

Vol,,_2(Pp, (S1(a))) = ‘< ,e1>‘ - Vol,,—2(S1(a)) = = - Vol,2(51(a)), (8.5)

1l—a
igy a (8.4) és a (8.5) egyenletekbdl kapjuk:

v 1— (I2 2n—3

a

s(uy(a);a) = (8.6)

Tekintsiik az s(uy(a); b) mennyiséget. Irjuk most R~ pontjait az (x,y) alakba, ahol
x € R? és y € R"®. Ekkor az Sy(a) metszetre illeszkedd hipersik egyenlete (2.2) alapjan

a(x, 13) + b(y, 1,-3) = b,
azaz X-re atrendezve ;
(x,12) = o (1 -y, ln_3>>. (8.7)
Vegyiik Sy(a) merdleges vetiiletét az
Fy={(xy) €@n1: (x,15) =0, y € Qns}

centralis hipersikmetszetre; ennek térfogata (8.1) alapjan

V2a
1—b?

uy(a)
|u2(a)| . VOln_2<SQ(CL)).
(8.8)

Masrészt Pr,(S2(a)) térfogatat ki tudjuk szamitani Fubini-tétel segitségével. Ehhez vezes-
siik be az ey, ey altal kifeszitett L, 2-dimenzids linearis alteret, illetve annak ortogonalis
komplementerét, Lo-t. Vegyiik észre, hogy ekkor

Vol,_3(Pr,(S3(a))) = '< ,dn_1,2>‘ - Vol,_5(Sa(a)) =

Vol,,—2(Pp,(S2(a))) = / Vol; (Sz(a) N (y + L)) dy, (8.9)

L2NQn—1
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ugyanis Sy (a) vetitése soran az Se(a) N (y + L) hosszak nem valtoznak, lasd 6. &bra.

F
y+ Ly

Sy(a) N (y + L)

Fy

3 SQ((I)

Az Sy(a) hipersik (8.7) szerinti egyenletébdl elemi sikgeometriaval meghatéarozhaté az

Sa(a) N (y + L1) metszet hossza (lasd 7. abra): ha b < 5 akkor
a” n-—

Vol (S5(a) 1 y + L) = 2V2 ~ V2 2|1 — {y, 1,3)].

Q2

7. dbra. Az (x,15) = /26 egyenletii egyeneshez tartozé metszet hossza 2v/2 — 26.

Ezt visszahelyettesitve (8.9)-be, és figyelembe véve, hogy Lo N Q-1 = Q,_3, kapjuk:

VOln_Q(PF2<SQ(a))) = / 2\/_ - \/_ ) g ’ |1 - <Y7 1TL—3>| dY?

n—3

amibdl (8.8) felhasznélasaval adodik:

s(ug(a),b) = vi-p (2"—2 _b, /Qn3|1 —(y,1,_3)] dy). (8.10)

a a
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Tehat (8.6)-t és (8.10)-t visszahelyettesitve (8.2)-be kapjuk:
2n—2 1 1 b
F, S (L U ) (s 1—(y,1,_3)|dy |. (8.11
T ,Q(CL) a<1 _ 0,2) a<1 _ bz) ( a /n_3| <y’ 3>| Y) ( )

Megjegyezziik, hogy a korabbi észrevételek, illetve (8.3) és (8.7) alapjan (8.11) érvényes
marad akkor, ha b(n — 2) < 2a, azaz

ﬁ

1
> - —. 8.12
a5 (8.12)
1 T o 1
Az e, = —— valasztassal az (8.12) egyenlStlenség valoban teljesiil minden — —¢,, < a-

V2n V2
1 1 _\/1 L, 1 >\/1 1
V2 von V2 no 22T V2 o

ra, ugyanis
A (8.11) kifejezés tovabbi becsléséhez az alabbi egyenl6tlenségre lesz szitkségiink, melyet
a kovetkezd fejezetben igazolunk.

8.1. Allitas. Tetszéleges pozitiv egész m-re teljesiil az aldbbi egyenldtienséy:

/ 1= (y,1,)|dy > 2™ (8.13)

m

A fenti allitast m = n — 3-ra alkalmazva kapjuk, hogy

on=3 ( 1 2 N b >
a l—a®> 1-0 a(1-10?)

alsd becslése (8.11)-nek, igy elegendd azt belatni, hogy az a = egy baloldali kornye-

1
V2

zetében pozitiv a

1 2 b
n(a) == — 8.14
gn(a) 1—a? 1—b2+a(1—b2) (8.14)
fiiggvény. Konnyen leellendrizhets, hogy
(5)-°
Gn V2 )
tovabba g, (a) differencidlhaté int Io-n, a derivaltja pedig
1
(a) = 8a® +8(n — 1)a’b — 22a°—
) = = e =y (B 80— D= 220 (3.15)

—8(n —1)ah — (n — 23)a* + 2(n — 1)%a®b + 2(n — 6)a® — n + 3).
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1 —n
Az a = —= helyettesitéssel (8.15) szamlaloja a alakra egyszertisodik, ami negativ,

V2

1
ha n > 3. Tovabba (8.15) nevez§je pozitiv, ha a < —. Mindezekbdl kovetkezik, hogy

V2

n > 3 esetén

lim ¢ (a) = —oo,
i ! 9n(@)
1
ennélfogva létezik olyan 6, > 0, hogy ha a > 7 dn, akkor g,(a) > 0. Ekkor a

Yo = min{d,, €, } valasztassal teljesiil a lemma allitasa. O

9. A kockan vett integralegyenl6tlenség

A 8.1. Allitds bizonyitdsa. Tekintsiik Q,, kovetkezd particionalasat (lasd 8. abra):
B:={y€@m: [y, 1n)| <1}
C:={y€Qmn: (y,1n) > 1}, ekkor
—C={y€Qn: (y,1m) < -1},

8. abra. )y particivja B, C' és —C' halmazokra.
Ekkor

/ ’1_<Y71m>‘dy:/ 1_<Y71m>dy_/1_<y71m>dy:
m BuU(-C) C

Vol (B) - [ty ~ [ i+ [ L)y
B —-C c
Vegyiik észre, hogy
/ (y,1,,)dy =0,
B

hiszen (y, 1,,) szimmetrikus az m-diagonalis metszetre. Mésrészt

—/_C<y, L) dy=/0<y,1m> dy,
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ennélfogva

/ - (y, 1m>|dy:Volm(B)+2/C<y,1m) dy.

Mivel a C' halmaz definicioja alapjan (y, 1,,) > 1 minden y € C esetén, ezért

Vol,,(B) + 2/ (y,1,,)dy > Vol,,(B) + 2Vol,,(C) = Vol,,(Q,) = 2™,
C

amibdl kovetkezik a bizonyitandé allitas. O]

10. Osszefoglalas

Az F, i(a) fliggvény részletes vizsgalataval és a technikai lemmak segitségével belattuk,
hogy minden n > 4 dimenziéban létezik nemdiagonalis kritikus centralis hipersikmetszet,
ami nem parhuzamos egyik koordinata-tengellyel sem. Mindazonéltal a bizonyitasunk
nem ad semmilyen informaciét a kritikus iranyok szaméarél. Azonban az dbrazolasok alap-
jan (lasd 4. abra) gy sejtjiik, hogy a koordinatak permutaciojatol és elgjelétdl eltekintve
pontosan egy olyan kritikus normalvektor van, melynek két egymastol kiilonbozd, nem-
nulla koordinataja van. A zérushelyek sorozatat 5. Fejezetben kozoltiik kis dimenzidkra,
habar a sorozatrol tébbet elarulhat az aszimptotikus viselkedésének tanulményozasa.

Tovabbé azt is érdemesnek tartjuk megvizsgalni, hogy a v,, o tipusu kritikus iranyokhoz
tartozo hipersikmetszet térfogata lokalis szélsGértéke, vagy pedig nyeregpontja V,,-nek.
Az n = 4 esetben az utobbi teljesiil (lasd [2]), agy sejtjik, hogy magasabb dimenzioban
ugyanez érvényesiil, azaz habar léteznek teljes dimenzios, nemdiagonalis kritikus irdnyok,
ezek nem reprezentalnak lokélis szélsGértéket.

A 4. Fejezetben lathattuk, hogy a bizonyitashoz sziikséges 4.1. valamint 4.2. Lemma
érvényesek barmely 1 < k£ < n esetén; ellentétben a 4.3. Lemmaéval, amely kizarolag
k = 2 esetre vonatkozott. Az abrazolasok alapjan (lasd 4. &bra) ugy véljiik, hogy a
3 <k <n—3esetben a 4.3. Lemma é&llitasa nem &ll fenn, és igy nem létezik v, alakia
normalishoz tartozé kritikus, nemdiagonalis hipersikmetszet. FEzen esetek részletesebb
vizsgalatat a kozeljovGben tervezziik.

A 3. Fejezetben betekintést nyudjtottunk a diagonalis metszetek Osszehasonlitasaba,
amihez tulajdonképpen a J,(0) sorozat széleskord vizsgalatara volt sziikség. Figyelembe
véve a (3.9) rekurzios formulét, a fenti sorozat mellett célszert volt az altalanosabb J,(r)
fiiggvénysorozattal is foglalkozni. Ebbdl nyertiik ugyanis a 3.1. Tételt, ami kulcsszerepet
toltott be a bizonyitasban. Emellett réviden kitértiink J,(r) és az Euler-szamok kozotti
kapcsolatra, amit a (3.8) formula fogalmaz meg. Ennek ismertettiik egy alkalmazasat is
a 3.4. Allitas formajaban. Ugy véljiik, hogy ehhez hasonld, tovabbi 6sszefiiggések nyer-
het6k az Euler-szamokra vonatkozdan, amik azonban tulmutatnak a jelenlegi dolgozat
keretein.

A fenti kérdések, sejtések vizsgéalataval tervezziik folytatni a munkéankat.

Végiil szeretnénk koszonetiinket kifejezni Dr. Fodor Ferencnek a dolgozattal kapcsola-
tos tanacsaiért.
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