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Bevezetés

A biztositdsi matematikaban &ltalanosan vizsgalt a Sparre gerdé&ockazati folyamat [6],
amely az aladbbiakban foglalhatd 6ssze. A biztositotarsasageaészéigyfelek alland@
intenzitdssal fizetik be a biztositasi dijat. Ezért cseeébiztositotarsasag kaerdulasakor
kifizetést biztosit szamukra. A karesemények véletlépilidnatban torténnek, valamint a kar
nagysaga is véletlen. Az egymast kévétresemények kozt eltelt Gilet t, -val jeldlve
(k=1,2,3,...) valamint at, = Ojeldléssel élve, at, valOsziriségi valtozok nemnegativ
értékiek, a feltételezések szerint fiiggetlenek, azonos eloszlasuak ésveéigatd értédlek.

A k. kifizetés nagysagat a¥, (k=1,2,3,...) valoszitiségi valtozok adjak meg, és ezek szintén
nemnegativak, fuggetlenek, azonos eloszlasuak, véges varhat@lrték

A karfolyamatot leir6 folyamat az a(t) sztochasztikus folyamat, amelyre

0 ha t>t
i+1

N(t) = i
® i ha Y t.<st de Dt >t
k=1 k=1

Feltételezzik, hogyN(t) fiiggetlen (Y, ),_,,, -tol. Megjegyezzik, hogy a klasszikus

rizik6folyamat esetérN(t) homogénPoisson folyamat. Megemlitjik, hogy az irodalomban
féleg folytonos modellekkel foglalkoznak.

A modellnek szamos modositasa ismert. Példaul a befizetés sgyaterhbe vehék a
véletlen ingadozasok, adofizetési kotelezettségek, a fliggetlen#tételde enyhithét
bizonyos tartalék megléte esetén a befizetési intenzitas csokkenhet.

A modellekkel kapcsolatban sokféle kérdés fogalmazhaté meg. Adkgdlyb probléma a
biztositétarsasag tonkremenési valogzagének illetve a tonkremenésh idarhatd értékének
a meghatarozasa. Ezen kérdések megvéalaszolasara alkamidz dolytonos eloszlasu
valOsziriségi valtozok esetén az ugynevezett Gerber-Shiu diszkontalt dftgtetény,
amely konstans egy bundéiiggvény esetében a tonkremenési #firiségfiiggvényének a
Laplace transzformaltja. Ezen figgvény vizsgalataval foglalkozik tobbekta].

Masik szintén gyakran vizsgalt kérdés a részvényeseknek a taiésig kifizetett pénz
varhatd értéke. A kifizetések bizonyos stratégia szerintnideteé A kilonboéd stratégiak
soran kifizetett pénz varhaté értékére felirt integro-diffeidagyenletek hasonléak a
tonkremenési valosziségekre felirhatd integro-diffrencidlegyenletekhez, az egtadal



megoldasi mddszereiben is analdgiak fedeé#héel. Ahogy a tonkremenési valosigeg
vizsgalatakor, Ugy az osztalékfizetési stratégiak eseté&baitalanos a folytonos modellek
hasznalata, noha a diszkrét eloszlasokkal esetenként pontosabban leniedetalésagot.
Cikkunkben a folytonos esetre vonatkoz6 eredmények bemutatasa utéalank dlevezetett
diszkrét modellekkel kapcsolatos eredményeinket ismertetjik, éenlitjuk 6ssze a
folytonos modellekre vonatkoz6 eredményekkel.

1. Osztalékfizetési stratégiak, a feladat megfogalmazasa

Vizsgaljuk meg az alapmodellben a pénztarbarb Ipénzmennyiségetx>0 kezdtoke
esetén. Ekkor a befizetett pénz és a karesemények folytaetédfipénz kilonbsége noveli,
illetve csokkenti a keZidokét, és a pénztarban epénz mennyisége

N(t)

Ut)=x+ct->Y,, t>0.

k=1
Ha nem megy tonkre a pénztér, akkorlaft) = 0 egyenbtlenség teljesil mindet»0 esetén.
Ha tonkremegy a biztosito, akkoU (t) <0 valamelyt>0 esetén. Ennek valostisége a

tonkremenési valOsziség, azaz
N(t)
W, (X) =P(x+ct=>Y, <0 valamely t=0)
k=1
A tonkremenési idl x kezdstéke mellett a kdvetkdképpen adhaté meg:

T o 2 i {tz=0:Uu(t)<0} ha létezik t=0:U(t)<0, (U(0)=x)
“(X)_{ ha Ut)=0 Ot=0

Természetesen a gyakorlatban sokszor W) <z valamely t=0 esetén probléma

vizsgalata is érdekes, ez azonban kénnyen vissethatzaz altalunk vizsgalt feladatra az
kezdtoke alkalmazéséaval.

Modositsuk alapmodelliinket Ggy, hogy valamilyen tége alapjan a pénztarban dev
pénzidl osztalékot fizetliink a részvényeseknek. Haideig kifizetett osztalék értek®(t),

akkor a pénztarban léwpénzmennyisédi, (t) =U (t) — D(t) . Amennyiben a pénztarban tev
pénz inflacié folytdn veszit értékélp akkor a tonkremenésig a részvényeseknek kifizete
0sszeg diszkontalt jelenértéke a kovetikeéppen adhatdé meg:

To (%)

K (X) = j e’tdD(t)

ahol J jeldli az inflacios ratat é$p (x) a tonkremeneés idejekezdtoke esetén, azaz

T o inf {t=0:R,(t)<0} ha létezik t=0:R,(t)<0, (U(0)=x)
D(X)_{ ha R,(t)20 Ct=0

A D stratégian aD ={D(t)},., sztochasztikus folyamatot értjiik.



A részvényesek érdeke az, hogy a szamukra kiftzesztalék a lehétlegnagyobb legyen.
Mivel azonbarK, (x )valdsziriségi valtozo, ezért a varhato értékét maximalikalja

A stratégiak kozott azonban nem minden stratégigemgedett. Altalanosan elfogadott
kovetelmény a megengedett stratégiaktdl, hogy avédgeseknek tortén kifizetések
0sszérteke isben ne csokkenjen, valamint a részvényeseknelntokiGzetés kdvetkeztében
ne menjen tonkre a biztositotarsaséag.

Pontosabban megfogalmazva: megengedett stratégiakmaezzik azokat ED:{D(t)}tZO
sztochasztikus folyamatokat, amelyekre teljesidlabbi harom tulajdonsag:

a) D(t-)=D(t)

b) D(t) now fuggveny

c) D(t+)-D(t) s Ry (1) .

Ha P jel6li a megengedett stratégiak 0sszességétbDestratégia szerinti osztalékfizetés

diszkontalt varhato értékekezddmennyiség mellett
To(X)

Vi (%) = E(K, () = E( [e™*dD(s)),

akkor a

V(x) = supv, (%)

DOP
meghatérozasa a feladat.

Albrecher és Thonhauser 2008-ban a klasszikusofizikamat esetén becsléseket adtak az
optimalis osztalékfizetési stratégia mellett kifete osztalék és ndvekedése nagysagara [2].
Ezeket a becsléseket altalanositottuk.

Sparre Andersen modell esetén az alabbi becs|ébakak:

Allitas: Ha az egymast kovetkarigények kozt eltelt itk F(t) eloszlasfiggvénye é$(t)
siirtiségfiggvénye folytonos fiiggvény a pozitiv szdmdknhaan, akkor altalanos folytonos
G(y) eloszlasfuggvénnyel ég(y) siriségfiiggvénnyel megadott karigény-nagysagok esetén
igazak a kdvetkdzegyenbtlenségek:

oxX+c

a) x+%(1—]:e_5tf(t)dt]£V(x)s

(y-x)
b) y-x<V(y)-V(x) V(DS -1
1-F(Y %)
C
0 1<V () <Vt 0D
cd-F(0)

A bizonyitastdl eltekintnk.



2. Specialis osztralékfizetési stratéqgiak: konstaarsier stratégiak és band tipusu stratégiak

Az optimalis stratégia megkeresése az 6sszes megethtratégia k6zott nem megoldott
feladat, de ha legikitjik a megengedett stratégiak halmazat spedilisu stratégidkra, vagy
bizonyos feltételeket adunk meg a folyamatra vavedkn, akkor az optimalis stratégia mar
meghatarozhato a ldgdtett halmazban.

Az egyik gyakran haszndlt legdtés a konstans barrier stratégia. Ez a kovékézpen
adhatdo meg: legyerb >0 rogzitett. Ha R,(t)=b, akkor a teljes befizetést osztalékként

kifizetik a részvényeseknek, ha viszdRj(t) <b, akkor nincs osztalékfizetes.

Az aldbbi l.a, 1.b, 1l.c &brakon a pénztarban6 l@énzmennyiség alakulasat a
részvényeseknek tort@rkifizetések nélkil, a részvényeseknek kifizetethz mennyiségét,

valamint a pénztarban ténylegesendlepénz mennyiségét kovethetjuk nyomon a# id
fuggvéenyébenx=15 kezdtoke ésb=20 barrier szint mellett konstans barrier stratéggetén.
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l.a dbra A pénztarban a pénzmennyiség alakulasa

a részvényeseknek tortekifizetések nélkul
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1.b abra A részvényeseknek kifizetett pénz megggs



Ro(t) =s
20t —‘ >
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1.c bra A pénztarban l&pénz mennyisége

Gerber és Shiu [3] bebizonyitottak, hogy klasszikmgofolyamat esetérv, (x) =V, (x,b )
jelolésselV, (x,b )kielégiti az alabbi integro-differencialegyenletet

oV,
0X

Ennek az egyenletnek megadhat6 a pontos megojflgsaramétdr exponencialis eloszlasu
karigény esetén, nevezetesen:

eV, (x,b) = (A + )V, (x,b) +;|va(><— y,b)g(y)dy=0, hax<b és (b,b) =1.

(B+p)e” —(B-Re™
Vo (x,0) = “Rb ’
0= B+ P +RB-R)e

ahol p és-Ra
5+ A -cx=[e™g(y)dy
0
agynevezett Lundberg egyenlet két gyoke és az afitim értek:

_ 1 R(B-R
p+R “p*(B+p)

).

A konstans barrier stratégiaéele, hogy egyszérés analitikusan jol kezelliet egyik
hatranya viszont, hogy altalanosan nem optimalistégia a megengedett stratégiak
halmazan, csak bizonyos esetekben, példaul Poitdgamat esetében, ha a kérigény
exponencidlis eloszlasu. Emiatt altalaban csak &tstatkent hasznalhatdo — igaz, annak
viszont gyakran egészen pontos. Masik héatranyay fadkplmazasakor 1 valostiséggel
tobnkremegy a pénztar. Ezért az utdébbbben szamos mas, bonyolultabb, de a fenti
hatranyokat (részben vagy teljesen) kikiiszéledjyéb stratégidkat alkalmaznak [1, 2, 4, 5].



Az aldbbiakban megadjuk a klasszikus rizikofolyaneaetén optimalis stratégiat. Ehhez
definialjuk az ugynevezett band tipusu stratégiakat

LegyenekA, B, Cdiszjunkt halmazok, amelyekrB] = AOBOC. Legyen a stratégiank a
kovetked:

. Ha R, (t) O A, akkor a befizetés egy része a intenzitassal a pénztarba

folyik be, masik részer intenzitassal a részvényeseknek kerul kifizetésre
(O<a<c).
. Ha R, (t) 0B, akkor amax(@, R, (t) — x, )0sszeget kifizetik osztalékkeént,

hol _ [sufxOA|x<R,(t)}, haezvéges
o egyébkeént
. Ha R, (t) JC, akkor nincs osztalékfizetes.

Az aldbbi 2.a, 2.b, 2.c &brakon a pénztarbané lp@énzmennyiség alakulasat a
részvényeseknek tortérkifizetések nélkil, a részvényeseknek kifizetethzp mennyiségét
valamint a pénztarban ténylegesendlepénz mennyiségét kovethetjuk nyomon a# id
fuggvényében band tipusu stratégia esat@® kezdtoke mellett. AzA, B , C halmazokat
az alabbi médon valasztottuk = {0} 0[20,»), B=(0,10), C=[10,20).
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2.a abra A pénztarban a pénzmennyiség alakulasa
a részvényeseknek tortekifizetések nélkul



D (t) 50

45}
0t
I}

0

B0
t

A csod
idépontja

t

2.c abra A pénztarban k&pénz mennyisége

A klasszikus rizikéfolyamat esetén optimalis a baipdisu stratégia az 6sszes megengedett
stratégia kdzott, amennyiben @z B, Chalmazok az alabbi médon vannak definialva [2]:

A={XD[O,°°)I L(x) :C—(5+/1)V(X)+ATV(X— Y)g(y)d)/:o},

B={xO[0,w)V'(x)=1 ésL(x)<0}
C=R:\(AOB)
és a=c.



3. A folytonos modell diszkrét analégiaja

Az irodalomban tanulmanyozott modellek altalabdgtémos modellek, de tdbb szempontbol
is érdemes diszkrét modelleket is vizsgélni. Egatrésert a valosag is diszkrét, hiszen a
biztositok csak egész eértélkarigényeket elégitenek ki, masrészt mert diszkétellek
esetén az integro-differencialegyent@tiifferenciaegyenletek lesznek, amelyeket altataba
konnyebb megoldani, mint az integro-differencialeggteket. A diszkrét modellekben
azonban nagyobb hangsulyt kell fektetni annak disrtara, hogy mely esetekben engedjuk
meg az egyefikéget, és mely esetekben nem.

Tételezzik fel, hogyg=1, amellyel az altalanossagot nem korlatozzuk.ytikedel, hogy az
egymast kovet karigények kozt eltelt itk nemnegativ egész értéket feldevalosziriségi
valtozok, és legyen

Pt =j)=1f(j)=0, j=012,...
ahol

4]

> H()=L, 4 =Y () <.

j=0

A karigényeket megado valds#sgegi valtozok szintén nemnegativ egész értéketeregy
nek fel, és

oo

P(Y, =i)=0()20, 1= 012, 3.9()=1, 4, =D ig() <o
A Sparre Andersen kockazati modell eseté:r:zcbt(’ike meIIetlt:0
U(m) :m—Nﬁ)Yk +n
adja meg a pénztarban tepénz mennyiségéflés jelolign) a c$d valdszitiségémn
kezdstoke mellett, azaz

N (m)
u(n) =P(m- ZYk +n<0 valamely m=0],...eseté.
k=1
A tbnkremenés idpontja akkom (n kezdstoke mellett), ha
N(m) N(s)

m-> Y, +n<0 és s-> Y, +n=20 0<s<m.
k=1 k=1

Amennyiben osztalékot is fizetnek a folyamat soesd(m) azmideig kifizetett
osztalék, akkor a pénztarban dgpénz mennyisége

R, (m) =U (m) —d(m)

lesz. A kifizetett osztalék diszkontalt értéke:

Tq (n)

Ke(2) = Z(d(i) —d(j-D)z”’,



ahol T, (n)a tonkremenés ideje &= {d(m)} stratégia alkalmazasakokezdtoke mellett
és zO (@ ).

A d stratégia akkor megengedett, ha teljesiinek @vatked feltételek:

m=0

a) 0<d(m-1)<d(m)
b) d(m)-d(m-1) <R,(m).

A d stratégia szerinti osztalékfizetés diszkontalhatd értékan kezdimennyiség mellett
Ty (n)

Va(n) = E(Z(d(J)—d(i -)z7).

Ham jel6li a megengedett stratégiak 6sszességét, ak&éra

V(n) = supv, (n)

dOmr
meghatarozasa.

Allitas: TetsBleges diszkrét eloszlasu betoltésickdzok és karigények esetén az
optimalis stratégia szerint kifizetett osztalékzétisntalt varhat6 értékére teljesul, hogy

1 = o 1
n+——@A-)» f(j)z")sv(n)sn+—, z>1
i)V
0<l <n esetén
n-|

=1 <V (n) -V () <V ()(2

> ta)

j=n-l

-1)

Specidlisan h&d =0, akkor

n

n+V (0) <V (n) <V (0)

D ()
j=n
és hal =n-1, akkor

1<V(n) -V(n-1) <V(n-1) %.

Megfigyelhet, hogy ezek az egysitlenségek a 3. oldalon talalhato éllitas diszkedtoza-
tai. A bizonyitastol ismét eltekintiink.

4. Specidlis stratégia: konstans barrier stratégia

Legyen ismételten az a stratégia, hogy ha a pdraidew pénzmennyiség meghaladjda
szintet, bON, akkor a pénztarba beérkepénzt a részvényeseknek kifizetjuk. Ekkor
V,(n,b) =V, (n) jeldléssel a kdvetkér allithatjuk:



Allitas: V, (n,b) kielégiti az alabbi differenciaegyenlet@<{n<b):

I
o
I
o

j=b-n+1i=0 j=b-n+1 I=b-n+1

Ha f(j)=(@1-f)f!, akkor az eizé egyenlet az alabbi alakba transzformalhati<b):
_z e . 1 f
V, (n,b) _Tvd(n—lb)—Zvd(n—l—u,b)g(u)Tz,
i=0
a kovetked peremfeltétellel:
V,(b+1b)-V,(bb)=1.
Ha f(j)=(@1-f)f! ésg(i)=(-g)g', akkor az egyenlet megoldasa
Vy(n,b) = a,(0)(14)" +a, (0)(14,)"

alaku, ahol

1-f
f

1-f 49z
C v

z(1+ 9)+9¢J(Z(1+

2

Hip =

ésa,(b), a,(b) alkalmas konstansok.

A részvenyeseknek kifizeteéidpénzt megado figgveny a maximumat a valés szamok
halmazén a kovetkéhelyen veszi fel:

m(ﬂlf —z+(1-1)A-9) 4, 1 dnﬂz)
b' = U f-z+QA-1)1-9) @z-1 Iny
Inﬂ
H,

Természetesen eztk# érték nem feltétlenil egésamennyiben az egész szamok korében
keressiuk az optimum helyet, akkor az optimum hdl{eegész része vagy annal eggyel
nagyobb. Amennyiben a képlet altal megadwttnegativ, akkor a keresett barrier érték
értelemszdien O.

A bizonyitastol ezuttal is eltekintink. Ismételtemegfigyelhed a folytonos esettel valo
analdgia.
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5. A folytonos és a diszkrét modell 6sszehasorditas

Végezetll egy példan keresztil 6sszehasonlitjukzkét és a folytonos modedb

kapott eredményeinket.

A legtobb (és analitikusan pontos) eredmény Poigetyamat és exponencialis eloszlasu
karigény esetén van, ezért az 6sszehasonlitashiotytanos modellben ezt az esetet
valasztottuk.

A kérigények kozt eltelt isk6zok exponencidlis eloszlasu valésiégi valtozoki=0.09
paraméterrel, a karigények nagysagat is exponescébszlasu valosziisegi valtozok
adjak megs=0.3 paraméterrel. A értékét egynek valasztottuk, mig0.03.

400

Vo(X)/ Va(n) *°r.

a0 folytonos ]
250+ \ o

200+

150

diszkrét

100+

.l W ]
QW

0 5 10 15 20 25 30
x/n

3. abra A tonkremenésig kifizetett (optimalis) aszk varhatd értéke
a kezdtoke fuiggvényében a folytonos és a diszkrét modetiében

0

Mivel az exponencialis eloszlas diszkrét megftgkela geometriai eloszlas, ezért a
diszkrét modellben a megfetekloszlasok geometriai eloszlasok. A paraméteréggt

valasztottuk, hogy az egyméasnak megfeleltetett zédsok varhaté eértéke
megegyezzen. A diszkrét analogiaban a medfetgometriai eloszlas paraméterei

-3 €sg= i—g A 6=0.03 valasztasnak=1.03 felel meg a diszkrét esetben.

9
A 3. abran a tonkremenésig kifizetett pénz varhatigke lathaté konstans barrier
stratégia esetén. Az alsO és a defmtarokat is berajzoltuk az abrara. Mint lathato,
diszkrét és a folytonos modedlikkapott eredmények nagyon kdzel esnek egymasiaz, a
azt mutatja, hogy a diszkrét modell j0l approxiradjfolytonos modellt.
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