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Bevezeto

Napjainkban az élet szinte minden teriiletén talalkozhatunk biztositasokkal, amelyek az elére
nem lathatd, de bekovetkezhetd események karai ellen védenek minket. A biztositdsok
Iényege a kollektiv tartalék képzés és a biztositasi dijakbdl felhalmozott tartalék felhasznélasa
a bekovetkezd karok fedezésére. A biztositasok két fontosabb dgra oszthatdak: élet €s nem-
élet biztositsokra. Az életbiztositasok magukban foglaljak a hagyomanyos életbiztositasokat,
hazassagi, szlletési biztositasokat. A nem-élet biztositasokba tartoznak a baleseti, betegség,
valamint az elemi kéarokkal kapcsolatos biztositdsok, de a felsorolas korantsem teljes. A
biztositasok targyat sok minden képezheti, ez fligghet magatdl az orszagtdl, ahol a biztositast
megkotik. A biztositdsok minden esetben valamilyen kockazatra fedezetet nyujto
szolgaltatasok, ezek a kockazatok lehetnek gazdasagi, tarsadalmi vagy akar politikai jellegii
kockéazatok.

A biztositas résztvevOi a biztositd intézet, a biztositott, a biztositast kotd fél, valamint a
kedvezményezett. A biztosité a biztositast kotd fél helyett vallalja a biztositasban rogzitett
esemény kockazatat, a biztositott érdekeit vedi a biztositas, a biztositast kot6 fél a biztositast
megkoti a biztositdval, valamint a biztositas dijat fizeti, a kedvezményezett pedig a biztositott
esemény bekovetkezesekor a biztositd szolgaltatasara jogosult.

A biztositd szolgaltatasa, hogy egy bizonyos rendszeres 6sszegért cserébe atvallalja a
szerzddésben rogzitett kockazatot, bizonyos, szintén a szerz6désben rogzitett feltétel alapjan.
A Diztositdsi esemény bekdvetkezésekor a biztositd a biztositasban megadott
kedvezményezettnek térit egy bizonyos dsszeget. A biztositasi dijak a nem-élet biztositasok
esetén a biztositott esemény altal okozott karral aranyosak, életbiztositasok esetén pénzbeli
értéket nem lehet pontosan meghatarozni, igy ezekben az esetekben a biztositas 0sszegét a
biztosito és a biztositast kotd fél a szerz6désben kdzOsen hatarozza meg.

A Dbiztositd igyekszik minél nagyobb 0Osszeget felhalmozni a folyamatosan érkezd
befizetésekbdl annak érdekében, hogy ne kdvetkezhessen be egy esetleges cs6d. Csddnek azt
az esemenyt tekintjuk, amikor a biztositd fizetésképtelenné valik, azaz nem képes kifizetni a
beérkez6 karigényeket. A biztositd kasszajat felfoghatjuk egy atmeneti taroloként, amibe
folytonosan érkeznek befizetések. Eldre meg nem hatarozhaté idokozonként bekovetkeznek
karok, melyek esetén a biztositonak a biztositasi szerzOdésben rogzitettek szerint ki kell
fizetnie a szerzOdésben rogzitett 6sszeget a kedvezmeényezettnek.

Biztositok esetében az intézet kasszajat értelmezhetjuk Ggy, mint egy atmeneti tarol6t, mely
tarolja a biztosito teljes vagyonat. A folytonos befizetések ebbe a ,,taroloba” folynak be, és
innen torténnek a kifizetések. Egyértelmi tehat, hogy ennek az ,atmeneti tarolonak” a
kitirtilése azonnali cs6dot jelent. A biztositonak tehat ugy kell megkotni szerzédéseit, hogy kis
valoszinliséggel kovetkezhessen be a kassza kiiiriilése. A kassza kiiiriilése mellett fontos lehet
a tarsasdg szamara egy Osszeghatar elérése is, gondoljunk csak arra, hogy a biztositd
alaptokéjét részvényesek invesztaljdk be, hogy megkezdhesse miikodését. Ezek a
részvényesek természetesen valamilyen anyagi haszon reményében teszik mindezt, éppen
ezert egy Osszeghatar atlépése szamukra nagyon fontos, mert e felett az 0sszeg felett
lehetségessé¢ valhat a biztositobhoz beérkezd bevételt részben, vagy egészben szétosztani
osztalék formajaban. Azonban az osztalékfizetés is fontos tényezd lehet a csdd bekovetkezése
szempontjabol, hiszen egy rosszul megvalasztott osztalékfizetési stratégia a tarsasag gyors
bukésat eredményezheti, de eldfordulhat az is, hogy mindennek pont az ellentéte kdvetkezik
be: a biztosito kasszajaban levé 6sszeg folyamatosan novekszik, de a részvényesek egyaltalan
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nem, vagy csak nagyon kevés osztalékot kapnak. Ez szintén elkeriilendd, hiszen ha a
részvényesek elkezdik kivonni tokéjiiket a tarsasagbol az ismét csédhoz vezethet.

Ez a modell vegyi gyarak esetében is alkalmazhat6. Ekkor az atmeneti tarol6 egy olyan tartaly
lehet, amely egy, az eldallitott anyaghoz sziikséges alapanyagot tartalmaz, amelynek
rendelkezésre kell allnia a gyartds zavartalan muikodéséhez. Elképzelhetiink példaul egy
gyarat, ahol egy specialis anyagot allitanak el6, mégpedig az ebben a tartalyban térolt anyag
felhasznalasaval. Ahhoz, hogy a termelésnek ne Kkelljen leéllnia, ebben a taroloban
folyamatosan rendelkezésre kell, hogy alljon a sziikséges mennyiség, amit a gyartasi folyamat
soran barmikor letélthetiink onnan. Amennyiben azt akarjuk, hogy ennek a folyamatnak soha
se kelljen leéllnia, bizonyos id6k6zonként a tartaly utantoltésére van sziikkség. El6fordulhat az
1s, hogy nem csupan a gyartas zavartalan miikodése, hanem mas eldirdsok miatt is
folyamatosan rendelkezésre kell allni a tartdlyban egy bizonyos anyagmennyiségnek.
Gondoljunk csak arra, hogy bizonyos kémiai folyamatok jatszodnak le a tartalyban tarolt
anyagban ¢és ennek a folyamatnak a beinditasa til nagy koltséggel jarna, esetleg annyi id6t
venne igénybe, hogy az a gyartds szempontjabdl mar elfogadhatatlanul hosszu leallashoz
vezetne. Fontos az is, hogy a tarolt anyag soha ne t61tédjon tal. A tartaly tultoltédése komoly
probléméakhoz vezethet, gondoljunk csak arra az esetre, amikor a tartdlyban valamilyen
specialis, nehezen elballithatd, ritka vagy nagyon draga anyagot tarolunk. A tartaly
tulcsordulasat mindenképpen el kell kerllnlink, aminek oka, hogy a tdlcsordulé mennyiség
felesleges kiadasokat jelent a vallalatnak, s6t az is el6fordulhat, hogy sulyosan
kornyezetszennyezd a tarolt anyag, igy a tartalybdl vald kijutdsa nem megengedhetd.

Aruhdzak raktarai is tekintheték &atmeneti taroloknak. A raktarban tarolunk bizonyos
mennyiséget egy termékbdl. Raktarunk mérete limitalt, ezért mindenképpen figyelnink kell
ra, hogy ne széllitsanak be tobb arut, mint amennyit tarolni tudunk, ugyanakkor ebben az
esetben sem engedhetjiik meg, hogy a termék kifogyjon, hiszen ilyen esetekben fennall a
veszélye, hogy vasarlokat veszitlink el.

Egy bankfiokot is tekinthetlink atmeneti tarolonak, mégpedig Ugy, hogy az atmenetileg tarolt
»anyagnak™ az tgyeik mieldbbi elintézésére varé embereket tekintjik. Ebben az esetben mar
nem jatszik fontos szerepet, hogy a tarolébdl ne fogyjon ki a tarolt anyag, de az igen, hogy
varhatéan mikor fogy ki, hiszen mindenki minél el6bb végezni szeretne.

Az atmeneti tarolokat csoportosithatjuk tobb kiilonb6z6 szempont alapjan. Ilyen szempont
lehet példaul, hogy az adott kdrnyezetben az jelenti-e a fontos kérdést, hogy kifogy-e a téarolt
anyag a taroldbol vagy sem, esetleg talcsordul-e a tarolé vagy sem. Egy masik szempont lehet
a tarolok osztalyozasakor, hogy a tarolt anyag a taroléba be-, illetve a tarolébdl kikertilése
elére meghatarozott determinisztikus mddon torténik, vagy véletlenszerli sztochasztikus
miikodést mutat.

A fenti példakbdl jol lathato, hogy a modell, amellyel a dolgozatban foglalkozunk hasznos, és
tobb tudomanyterileten is felhasznalhat6. A modell azon tulajdonsaga, hogy tobb szakteriilet
problémainak modellezésére is alkalmas lehetdvé teszi, hogy egy-egy elért eredményt mas
modellek esetében is alkalmazhassunk. A késébbiekben példaul ismertetink és fel is
hasznalunk olyan egyenleteket, melyeket eredetileg a vegyi gyarak esetében hasznalt
modellre irtak fel, de a biztositasi matematikai modell esetében is érvényesek és jol
hasznalhatoak.

Az eddigiekben emlitett modellek kozil a biztositdsi matematikdban felhasznalt modell
rendelkezik a legszélesebb irodalommal. Ezen belil is a folytonos modellek 6rvendenek a



legnagyobb népszeriségnek. A diszkrét modellekkel viszonylag kevesebb helyen
foglalkoznak annak ellenére, hogy léteznek olyan, ezzel a modellel leirhaté folyamatok,
melyekben a diszkrét modell hasznalata sokkal kézenfekvébb lenne, bizonyos esetekben még
a valosagnak megfeleldbb modon is irnak le a vizsgalt folyamatot.

A dolgozatban vizsgalt probléma a kovetkezd. A szakirodalomban megtalalhaté folytonos
modellre felirt integral-, integro-differencidlegyenletek kezelése nehézkes. Ezzel szemben a
diszkrét modellekre konnyebben kezelheté differenciaegyenleteket irtak fel. Amennyiben
lehetséges lenne egy-egy folytonos modellnek megfeleltetni egy diszkrétet, gy
leegyszerlisodne a folytonos modellek kezelése. Ha szlikségiink lenne egy folytonos modellre,
csak meg kellene keresniink a modell diszkrét megfeleldjét és ezzel a modellel helyettesiteni.

A dolgozat célja tehat, hogy 0Osszehasonlitsunk néhany folytonos és diszkrét modellt és
megvizsgaljuk, hogy lehetséges-e a folytonos a diszkréttel torténé approximacioja.
Amennyiben igen, agy megadnank azt is, hogy ez milyen esetekben lehetséges, és milyen
pontossaggal.

Az 0Osszehasonlitasokat alapjaban véve két csoportba sorolhatjuk, kvantitativ és kvalitativ
Osszehasonlitdsokra. Kvantitativ dsszehasonlitasaink sorén azt vizsgaljuk, hogy a két modell
eredményei mennyire vannak kozel egymashoz, a kvalitativ dsszehasonlitasok soran pedig
azt, hogy maguk a modellekre felirt egyenletek mennyire feleltethetéek meg egymassal.

Kvantitativ 6sszehasonlitasainkat az alapjan végezziik el, hogy a tonkremenés valoszinlisége
és varhato ideje mennyire all kdzel egyméashoz adott paraméter egylttesek esetén. Ezeknek az
értékeknek az 6sszehasonlitasat, amennyiben a szakirodalomban felirt egyenleteknek ismert
az analitikus megoldésa, annak segitségével végezzik el. Ha ilyen megoldas nem ismert,
numerikus modszereket hasznalunk fel a sziikséges értékek kiszamitasara, és amikor ezek a
modszerek méar nem hasznalhatéak vagy nem adnak elegendéen jo eredményt, akkor
szimulaciés eredmények segitségével végezzik el az d&sszehasonlitdsokat. Az
0sszehasonlitasok elvégzését megkonnyiti, hogy a szakirodalomban irtak fel egyenletet a
tonkremenés valo6sziniiségének és varhato idejének egyittes kezelésére, amit a késébbiekben
részletesebben is ismertetlink.

Kvalitativ 6sszehasonlitasaink soran azt fogjuk megvizsgalni, hogy a két modellre felirt
egyenletek mennyire hasonlitanak egymasra. Van-e koztiik valamiféle analogia, amelybdl arra
kovetkeztethetnénk, hogy a két modell bizonyos esetekben "megegyezik".

Mivel 6sszehasonlitasaink célja, hogy folytonos modellek helyett diszkréteket
hasznalhassunk, fontos lehet az is, hogy milyen mddon adhatunk meg egy folytonoshoz egy
diszkrétet. A folytonos modellekben felhasznalt eloszlasok egy bizonyos részének létezik jol
ismert diszkrét megfeleldje. Ez azonban a folytonos eloszldsok csak egy kis részere igaz.
Abban az esetben, ha nem ismeriink ilyen diszkrét megfelel6t, szilkségessé valik, hogy
valamilyen médon mi magunk konstrualhassuk meg azt. Ismertetink egy modszert, amellyel
ezt az atalakitast megtehetjik. A mddszer ismertetése utan egy példan keresztil be is mutatjuk
azt, és megvizsgaljuk, hogy az eredeti és a diszkretizalt eloszlas milyen kdzel van egyméshoz.

A dolgozat felépitése az alabbi.

A dolgozat els6 részében ismertetjik az alapmodellt, melynek folytonos és diszkrét valtozatait
a késébbiekben oOsszehasonlitjuk. Ezutan adunk egy rovid irodalmi attekintést a Sparre
Andersen modellrél, amelyet vizsgalunk, valamint annak &ltalanositéasairdl, illetve kitérink a



modellel kapcsolatos néhany kutatasi eredményre, melyeket a késébbiekben felhasznalunk az
Osszehasonlitasok elvégzéséhez.

A dolgozat masodik részében ismertetjik a diszkrét és a folytonos modellt. A modellek
bemutatdsa sorén leirjuk azokat az egyenleteket, melyek a szakirodalomban ismertek és az
0sszehasonlitdsok sordn a késobbiekben felhasznalunk. A folytonos modell esetében egy
numerikus modszert is megadunk az egyik tipusu egyenlet megoldasara. Ezt kovetéen
ismertetjiik, hogy a kés6bbiekben elvégzett 6sszehasonlitasok soran milyen szimulacids
modszerekkel szamitottuk ki az eredményeket olyan esetekben, amikor nem ismert analitikus
megoldas és a numerikus médszerek sem adnak elfogadhat6an jo eredményt.

A dolgozat harmadik részében végezzilk el a két modell 6sszehasonlitdsat. Els6ként
kvantitativ modon, bizonyos paraméterek esetén kiszamitott eredményeket felhasznalva.
Ezeket olyan eloszlas-parok felhasznélasaval végezzilk el, melyekr6l ismert, hogy jol
kozelitik egymast, ilyen példaul az exponencialis és a geometriai eloszlas vagy a normalis és
a binomialis eloszlas (bizonyos paraméterek esetén). Az dsszehasonlitdsok masodik felében
kvalitativ. mddszerekkel (sorfejtés, képletek 0Osszehasonlitasa) adunk magyarazatot a
korabbiakban tapasztalt eredményekre.

A dolgozat utolsé részében megadunk egy mddszert, amellyel egy folytonos eloszlashoz
konstrualhatunk egy diszkrétet, hogy olyan esetekben is megadhat6 legyen diszkrét modell a
folytonos helyett, amikor a modellben felhasznalt folytonos eloszlasnak nem ismert diszkrét
megfeleléje. A modszert egy példan keresztul illusztraljuk. Ezt kovetéen roviden
osszefoglaljuk, hogy milyen kovetkeztetéseket sikertlt levonni az 6sszehasonlitasok soran.



1. A vizsgalt modell

Osszehasonlitasaink soran kockazati modellekkel dolgozunk, ezért mindenképpen sziikséges
ezeket roviden bemutatnunk, még miel6tt elkezdenénk hasznalni azokat.

Els6ként induljunk Ki a Sparre Andersen kockazati modellb6él. A modell alapjaban véve harom
fontos elemre bonthatd: a karok kapcsan kifizetett dsszegekre (a tovabbiakban karok), a
biztositottak altal befizetett biztositasi dijakra (ezeket az §sszegeket valdjaban nem feltétlenil
a biztositottak fizetik be, hanem lehet ez egy harmadik fél is, aki a biztositast megkotdtte,
mint ahogy azt a kordbbiakban is emlitettik, de a tovabbiakban csak biztositottakkent
hivatkozunk rajuk), valamint az intézet kezdétokéjére. A biztositonal lejatszédd folyamatot
sztochasztikus elemeket tartalmazd modell segitségével vizsgéljuk, mivel a valdsagban a
karok bekdvetkezésének ideje és a karok nagysaga véletlentdl fliggé mennyiségek.

Mivel a karok nagyséagai ¢és a bekovetkezésiik kozott eltelt idok véletlenszeriiek, a folyamat
modellezésére sztochasztikus modelleket hasznalunk. A bekovetkez6 karok szaméat megado
N (t) az id6 fiiggvénye, ahol t jelenti az aktualis idOpillanatot. A karok kozt eltelt idoket ¢;-vel
jeloljiik és feltessziik, hogy ezek egymastol fiiggetlen valdsziniiségi valtozok eés kdzOs
eloszlasfuggvényik F(t). Jelolje Z; a biztositohoz beérkezé i. karigény 0Osszegét, ami
véletlent6l fiiggd mennyiség. Legyen tovabbd G(z) a Z; valoszinliségi valtozok kozos
eloszlasfuggvénye. A karok szdmabdl valamint a karok nagysagabdl megadhaté az S
karfolyamat, ami a karok 6sszértékét adja meg a t idépillanatig:

St=ZZl-

i=1
A Dbiztosité aktualis tokéjét megadd folyamat — mas néven a rizikofolyamat — felirhato a

karfolyamat, a kezd6téke, valamint a biztositd bevételét megadé K; folyamat
felhasznalasaval. A rizikdfolyamatot jeldlje U(t) és legyen

U(t) =u+Kt_St
ahol jel6lje

u a kezd6toke értékét,

K, = ct a dijbevétel értékét a t idépontig, (ahol ¢ az id6egységenkénti bevétel értéke, ami
konstans)

S; pedig a karfolyamatot.

Sparre Andersen modell esetén altalaban feltételezziik, hogy N (t) és Z; fliggetlenek.

Lépjink tovabb egy specidlisabb esethez, méghozza a klasszikus rizikofolyamathoz.
Klasszikus rizik6folyamatrol abban az esetben beszéliink, amikor

N (t) Poisson-folyamat A parameterrel,
Z;, 1 = 1,2, ... valoszinliségi valtozok pedig egymastol és az N(t) folyamattol fuggetlenek.

A késObbiekben az ismertetett modellek vizsgalatakor minden esetben éliink azokkal a
feltételezésekkel, hogy a karok kozt eltelt id6k egymastol és a karok nagysagatol fuggetlen,
azonos eloszlasu valdszinliségi valtozok és ugyanez érvényes a karok nagysagat meghatarozo
valoszinliségi valtozokra is. Az dsszehasonlitasok soran targyalunk olyan eseteket, amikor a
karok kozt eltelt idok eloszlasa exponencialis, normalis, binomialis, geometriai vagy mas
eloszlasu, a karok nagysaganak eloszlasa pedig szintén lehet exponencialis, normalis,
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binomialis, geometriai vagy ett6l eltéré. Specidlis esetben a karok nagysaga egységnyi is
lehet.

A modell vizsgalata soran a cs6d elkerilési valdsziniiségének meghatarozasakor a
N(D)

OSu—22i+Ct
i=1

esemény bekovetkezését vizsgaljuk. Amennyiben ez az egyenl6tlenség teljesiil minden t > 0
esetén, akkor nem Urdl ki a biztositd tarsasag pénztara.

A csdd elkeriilésének valoszintlisége tehat

N()
pfo=u- Y o)
i=1

Amennyiben ismerjilk a cséd elkeriilésének valoszintiségét, akkor ismerjik a cséd
bekovetkezésének valosziniiségét is. A cséd elkerlilésének valoszinlisége mellett fontos
tovabba a bekdvetkezés ideje is. A tonkremenés idejét jelolje Ty (u), és u kezdotéke mellett
legyen

T (u) = {inf {t=0:U(t) <0} halétezikt = 0:U(t) <0,(U0) =u)
U " Lo ha U(t) 20,Vt =0

Az 1.1 és az 1.2 éabra a klasszikus rizikofolyamat egy-egy realizaciojat szemlélteti. Az
abrakon lathatd realizacidban a karok kozt eltelt idék eloszlasa exponencidlis eloszlasu
A = 0.3 paraméterrel. A karok eloszlasa szintén exponencidlis eloszlast pu =5 varhato
értékkel, 1/u paraméterrel. Az idéegységenkénti dijbevétel értékét ¢ = 2-re valasztottuk és a
folyamatot u = 10 kezd6tékével inditottuk. Az 1.1 &bra egy olyan realizaciot szemléltet,
amelyben a folyamat soran bekovetkezik a csd, tehat a pénztarban levé pénzmennyiséget
leird figgveny 0 ala ker(l.
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1.1. dbra A Kklasszikus rizikéfolvamat egv realizacidéia csdddel ~ 1.2. dbra A klasszikus rizikéfolyamat egy realizacidja

Az abrékon lathaté linearisan novekvO részek mutatjak a befizetéseket, ahol a dijbevetel
folyamatos. A fiiggvényérték ugrasszerli csokkenése jelzi a karok bekodvetkezését. A csdéd
akkor kovetkezik be, amikor a kasszaban levo toke értéke nulla ala csokken, ami az 1.1 abran
at = 5.1 idépontban kovetkezik be.



2. Irodalmi attekintés

Az aldbbiakban rovid irodalmi attekintést adunk a korabbiakban ismertetett modellekrdl. Az
irodalom ismertetését elsdként a Sparre Andersen modell folytonos és diszkrét valtozatainak
bemutatasaval kezdjiik, majd réviden bemutatjuk a modell kiilonb6z6 altalanositasait.

A biztositasi matematikaval a huszadik szazadban kezdtek foglalkozni, bevezeté miinek
Lundberg doktori értekezését tekinthetjiik az 1920-as évekbdl. O allitotta fel a klasszikus
modellt. Ennek altalanositasa a Sparre Andersen modell, amelyet 1957-ben ismertetett Sparre
Andersen egy nemzetk6zi kongresszuson (Sparre Andersen, 1957). A mai Kkutatasok
legjelentésebb része maig ezzel a modellel foglalkozik. A legtobb explicit eredmény
mostanaig a klasszikus modellel kapcsolatos. Itt megjegyezzik, hogy hazénkban ezzel a
modellel, illetve egyaltalan ezzel a témakdrrel nagyon kevesen foglalkoznak, viszont annal
tObben kulfoldon.

A modellel kapcsolatban leggyakrabban felmeriilé kérdések a cs6d valdsziniiségének
megadasa ¢és a cs6d varhatdo idejének meghatdrozdsa. A cs6d valdszinliségének
meghatarozasara klasszikus rizik6folyamat esetén mar a szazad els6é felében felirtak a
megfeleld integralegyenletet. Ez az egyenlet fellelheté Karlin és Taylor sztochasztikus
folyamatokrdl sz6l6 klasszikus kényvében (Karlin & Taylor, 1975). Az egyenlet megoldasat
megtaldlhatjuk Mihaletzky Gyorgy Kockazati folyamatok cimi jegyzetében (Mihaletzky,
2001). A Kklasszikus modell esetén véges idGintervallumon vizsgdlva a tonkremenési
problémat, a tonkremenési valdszintiségre Thorin allitotta fel a megfelel6 integralegyenletet
és modszer adott meg az analitikus megoldas meghatarozasara (Thorin, 1982). Modszere az
ugynevezett Wiener-Hopf féle faktorizacids eljaras, amely rendkivil Osszetett és sok
analizisbeli ismeretet igényel.

Nagy fejlodést hozott a kutatasokban, amikor bevezettek egy olyan fliggvényt, amely
segitségével egységesen lehet kezelni a tonkremenés valdsziniiségét és a tonkremeneési ido
varhatd értékét. Ez az Ugynevezett Gerber-Shiu féle diszkontalt biintet6fiiggvény varhatd
értéke (Gerber & Shiu, 1998), ami még tovabbi altalanositasokra is alkalmas. Az irodalomban
az utobbi tiz évben irddott publikéciok nagy része ennek a fliggvénynek a meghatarozésaval
illetve tulajdonsagainak elemzésével foglalkozik. Nagy hangsulyt fektetnek arra, hogy
kiilonboz6 specidlis esetekben analitikus formulat taldljanak az emlitett Gerber-Shiu féle
diszkontalt bilintetéfiiggvényre. Erlang(2) illetve Erlang(n) eloszléast feltételezve a karok kozt
eltelt idokre, valamint exponencialis eloszlast feltételezve a karigények nagysagara Dickson
és Hipp valamint Li és Garrido adtak meg explicit formulat (Dickson & Hipp, 2001; Li &
Garrido, 2004). Az explicit megoldasok keresése napjainkban is folyik, a kdzelmultban jelent
meg az interneten Albrecher és munkatarsainak publikacidja, amelyben olyan feltételezés
mellett keresik az explicit megoldasokat, hogy a karesemények kozt eltelt idok, valamint a
karigények stiriiségfiiggvényének Laplace-transzformaltja racionalis tortfliggvény. Explicit
megoldast ugyan nem sikerllt adniuk, de megoldasi modszert javasolnak, amelyek
matematikai programcsomagok hasznélatat teszik sziikségessé (Albrecher et al., 2009).

A tonkremenési id0 eloszlasara irt fel formulat Borovkov és Dickson, exponencidlis eloszlasu
karigények esetén (Borovkov & Dickson, 2008). A formula kiszamitasdhoz egy végtelen
flggvenysor kiszamitasara lenne sziikség, ami csak specialis eloszlasu karigények kozott
eltelt id6k esetén lehetséges, mint példaul gamma és kevert exponencialis eloszlas.
Amennyiben a végtelen sort nem tudjuk kiszdmitani, a szerzok altal felirt formula alapjan a



veégtelen fliggvénysort egy véges reszosszeggel kozelitve a keresett eloszlasfiiggvénynek egy
approximaciodjat kaphatjuk.

Azokban az esetekben, amikor a felirt integralegyenleteknek nem tudjdk meghatarozni az
analitikus megoldasat, akkor a megoldas bizonyos tulajdonségainak bizonyitaséra torekednek.
Ilyen tulajdonsag lehet példaul a hatarértéknek, aszimptotikus korlatoknak a megadasa, illetve
a konvergencia rendjének bizonyitasa. Ezekben az esetekben a siirtiségfiiggvények bizonyos
specialis tulajdonsagait feltételezik, de nem feltétlenll korlatozzak ezeket konkrét esetekre.
Klasszikus rizikdéfolyamat esetén a tonkremenési valdsziniiségre exponencialis felsé korlatot
taldlunk Mihaletzky Gyoérgy jegyzetében szubexponencialis eloszlasu karigények esetén
(Mihaletzky, 2001). Exponencialis felsé korlat talalhaté a tonkremenési valdszinliségekre
Albrecher publikaciojaban olyan Aaltalanositott Sparre Andersen modellben, amely nem
feltételezi a kérigények és a kérigények kozott eltelt idék fliggetlenségét (Albrecher &
Teugels, 2006).

A folytonos modellben hasznalt rizikéfolyamatnak 1éteznek diszkrét megfeleli. A diszkrét
modellekben azt feltételezik, hogy mind a karigények kozt eltelt idok, mind a kar nagysaga
diszkrét eloszlasu valodszinliségi valtozoval adhatd meg, sot természetes feltételezés az is,
hogy ezek a valoszinliségi valtozok nemnegativ egész értékeket vehetnek fel. A diszkrét
modellek koziil elséként az 6sszetett binomialis modell jelent meg (Gerber, 1988; Shiu,
1989). Az Osszetett binomialis modellben minden egyes egész iddpillanatban p
valoszintiséggel érkezik karigény, és 1 — p valosziniséggel nem.

A modellt leird6 két cikkben a tonkremenés valdszinliségét vizsgaljak végtelen id6
intervallumon és adnak meg rekurziot kiszamitdsara. Véges intervallumon torténé
vizsgalatokkal taldlkozhatunk  Willmot munkajaban, aki a karigény 0sszegek
momentumgenerald fliggvényének ismeretében ir fel (analitikus) formuldt a tonkremenési
valoszintiségekre (Willmot, 1993). A folytonos modell esetében emlitett diszkontalt
biintetéfiiggvénynek létezik a diszkrét modellre felirt valtozata is (Cheng, Gerber, & Shiu,
2000). Az osszetett binomialis modellre érvényes differenciaegyenleteket megtalaljuk Li és
Garrido mtivében (Li & Garrido, 2002), és geometriai eloszlasu kéarigények esetén analitikus
megoldast is megadnak. A diszkontalt blntetéfiiggvényre felirt differenciaegyenleteket
talalhatunk &ltalanos esetben (Orban-Mihalyko, Mihalyko, & Lakatos, 2009), ahol a
differenciaegyenletek megoldasanak tulajdonsagait is elemezték. Amikor a karok kozott eltelt
id6k geometriai eloszlasuak, a k&rok pedig szintén geometriaiak vagy egységnyiek, akkor
analitikus megoldasokat is adtak.

Az 0sszetett binomialis kockéazati modellt javasoljak Cossette és tarsai a folytonos kockazati
modellek kdzelitésére (Cossette, Landriault, & Marceau, 2004). Mddszerlk Iényege, hogy az
id6t diszkretizaljak, majd minden egyes kialakitott iddintervallumban eldontik a szintén
diszkretizalt eloszlas alapjan, hogy érkezik-e karigény vagy nem, és numerikus algoritmust
javasolnak a tonkremenési valdszinliségek kiszamitasara. Az algoritmussal kapott
eredményeket numerikusan 6sszehasonlitjak a folytonos modellek szimulaciojabdl szarmazé
eredményekkel. Megallapitjak, hogy az id6intervallum csokkentésével (vagyis a
diszkretizacios pontok stiritésével) a diszkrét modellbdl szdrmazo eredmények egyre jobban
kozelitik a folytonos modell szimulalt eredmenyeit. A diszkretizalt eloszlas meghatarozésa a
folytonos eloszlasfliggvény megvaltozasa alapjan torténik, ami azonban nem biztositja a
diszkrét eloszlas varhatd értekének az eredeti folytonos eloszlas varhaté értekével vald
egyenloségét, ami pedig fontos lenne a késébb bevezetendé netté haszon feltétel
szempontjabol.



A Sparre Andersen alapmodellnek léteznek altalanositasai, melyek kiilonb6z6 tényezokkel
bévitik ki a modellt. Altalaban ezeket folytonos modellek esetén vizsgaljak. Tsai és Willmot
2002-ben példaul megadott egy olyan mddositott modellt, amelyben az allandé rogzitett
nagysagu befizetések helyett Wiener folyamattal jellemezheté ingadozas van a beérkezd
dijosszegekben (Tsai & Willmot, 2002). Felirtak a felQjitasi egyenletet a cs6d varhatod
idejének diszkontalt biintet6fiiggvényére és egy aszimptotikus formulat adtak meg ré.

Léteznek olyan modellek is, ahol szamitasba veszik az adot is, és a pénztarban levé pénz utan
adot kell fizetni (Albrecher, Borst, Boxma, & Resing, 2009).

A modell egy gyakori mddositdsa, amikor a pénztarba befizetett pénz valamely részét
kifizetik a biztosito tarsasag részvényeseinek. Ebben az esetben kérdés a tonkremenés
valoszinlisége és varhat6 ideje, de igen gyakran vizsgaljak a részvényeseknek kifizetett pénz
varhato értékét is, s6t cél lehet ennek maximalizalasa. A kiilonb6z6 stratégiak esetén a
részvenyeseknek Kifizetett diszkontalt O0sszeg varhatd értékére a korabbiakhoz hasonlo
integral-, és integro-differencial egyenletek adhatdéak meg. Albrecher és Thonhauser 2008-ban
arra a kérdésre keresik a valaszt, hogy milyen osztalékfizetési stratégia felhasznalasaval
maximalizalhaté a kifizetett osztalék Osszege egy olyan mddositott modellben, ahol a
kasszaban lev6 tokét kamatoztatjak (Albrecher & Thonhauser, 2008). Egy példat is megadnak
Erlang(2)-es eloszlasu karigények esetére, mely esetben — csak Ugy, mint a legaltalanosabb
esetben is - azt az eredményt kaptak, hogy az optimalis osztalék kifizetési stratégia a band
tipust osztalékfizetés. A cikkben megadott becslések altalanositasaval, néhany ismert

sz

(Mihalykoné, Mihalyké, & Lucz, 2009) publikécic.

Egy masik altalanositasban az osztalekfizetés mellett felvetették annak lehetdségét, hogy ha
az intézet t6kéje egy megadott hatar ald csokken, akkor az intézet felvesz egy bizonyos
Osszeget ¢s mindaddig nem jelent cs6dot, amig ennek a kolesonnek a kamatait fizetni tudja a
dijbevételekbdl. Ha a csdd a koleson ellenére bekovetkezik, akkor ez az esemény az abszolut
cs6d (Yuan & Hu, 2008).

Az abszolut cséddel és osztalékfizetéssel talalkozhatunk a (Yuen, Zhou, & Guo, 2008)-ben is,
melyben integro-differencidl egyenleteket adnak meg az abszolut cs6d bekdvetkezése el6tt
kifizetett osztalék diszkontalt értékére. Ezutan explicit kifejezéseket adnak meg a kifizetett
osztalék 6sszegének es az optimalis osztalékfizetési korlatnak meghatarozasara. Ez a korlat
maximalizalja a kifizetett osztalék értékét.

Mint mar emlitettik, vannak a modellnek olyan &ltalanositésai is, melyekben az N(t) és a Z,
értékek egymastdl nem teljesen fiiggetlenek. (Albrecher & Teugels, 2006; Ambagaspitiya,
2009). Az utobbi cikkben a szerzé megadja a karigenyek bekovetkezési gyakorisaganak és a
karok nagysaganak modellezesére hasznalt kétvaltozos eloszlasok két kiilonbozé osztalyat,
majd végul explicit kifejezéseket a cs6d bekovetkezési valoszintiségére Wiener-Hopf
faktorizacidval.

Mint bevezeténkben emlitettiik, a modell mérnoki kdrnyezetben is alkalmazhatd, kozbiilsé
tartalyok méretezési és kezd6 anyagmennyiség meghatarozasi problémainak vizsgalatara. Az
egyenletek némileg kilonb6zék, a felmeriilé kérdések azonban lényegében hasonloak a
biztositasi modellben felmeriild problémakhoz. A kérdesek vizsgalataban elért
eredmeényeinket 2009-ben a Miiszaki Kémiai Napok ’09 konferencian publikaltuk
(Mihalykoné, Lakatos, Mihalykd, & Lucz, 2009) és folyoiratban valo megjelentetése is
folyamatban van (Mihalykéné, Lakatos, Mihalykd, & Lucz).
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3. A folytonos és diszkrét modellek ismertetése

3.1 A folytonos modell

Az alébbiakban ismertetjik, hogy a szakirodalomban a folytonos modellre milyen
egyenleteket adtak meg a cs6d bekovetkezési valdszinliségének meghatarozasara, ismertetjik
azokat a specialis eseteket, amikor a k&rok nagysaga egységnyi, azaz a folyamat Poisson-
folyamat. Majd ezek utan ismertetjiik a cs6d bekovetkezésének varhatod idejének és a cséd
bekdvetkezesi valoszinliségének egyiittes kezelésére megadott egyenleteket. Az utdbbi
megoldasara ismertetiink egy numerikus modszert is.

A cs6d elkeriilésének valosziniliségére bevezetjiik az R = R —» R¢ fliggvényt, melyet az
alabbi madon irhatunk fel:

N(t)
R(w) = P({0 < u— Z Z, +ct, vt = 0} (3.1.1)
i=1

Az (3.1.1)-ben megadott R(u) valdsziniiség meghatarozasara talalhatd integralegyenlet a
szakirodalomban (Karlin & Taylor, 1975). Abban a speciélis esetben amikor a karok kozott
eltelt idok valamint a karok nagysaganak eloszlasa egyarant exponencialis, a szakirodalomban
talalhatd analitikus megoldas (Mihaletzky, 2001). Legyen A a t; egymastol fliggetlen,
exponencialis eloszlasu valosziniiségi valtozok paramétere u, pedig a varhato értékik, es
jelélje pg a szinten egymastol fuggetlen, folytonos eloszlasu Z; valoszinliségi valtozok
varhato értékét. Altalanos folytonos eloszlasi t; valosziniiségi valtozOk esetén az
integralegyenlet a kovetkezo:

3.1.1 Tétel (Orban-Mihalyké & Lakatos, 2004):
Legyenek a Z;,i = 1,2 ... valdszinliségi valtozok folytonos eloszlasuak, stirtiségfliggvényiiket

jelolje a g(y) fuggvény. Ekkor R(u) =0 ha u <0 és barhogyan valasztjuk is a
paramétereket, R (u) barmely u esetén kielégiti az alabbi integralegyenletet:

oo u+ct

R(u)=ff R(u+ct—y)f(t)g(y)dydt (3.1.2)
0 0

Ha CﬂTg > 1, akkor R(u) = 0, minden valds u esetén, ha pedig C”T" < 1, akkor R(0) =1 —
f f

:Tg, éshau — oo, akkor R(u) - 1. O
f

Megjegyezziik, hogy az R(u) = 0, ha cu; > u, feltétel fontos. A feltétel lenyegeben azt
jelenti, amennyiben karok nagysaganak varhaté értéke kisebb, mint a folytonos dijbevétel
varhato értéke, akkor pozitiv valoszintiséggel kertilhet6 el a cséd (ellenkezé esetben a cséd
elkertlésének valoszintisege barmely u kezdotoke esetén 0). A szakirodalomban ezzel a
feltétellel netto haszon feltétel néven (net profit condition) talalkozhatunk.

3.1.2 Tétel (Karlin & Taylor, 1975):
Ha f(t) = Ae ™ ,t > 0 esetén, akkor a (3.1.2) egyenlet % < 1 esetén az aldbbi alakba
irhato:
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u

A
R(w) — R(0) = Ef Ru—y)(1-G6(»)dy,u =0 (3.1.3)
0
6sR(0) = 1-2K2 .

c

Megjegyezzik, hogy a (3.1.3) egyenlet egy Volterra tipusu integralegyenlet.

Abban a specidlis esetben, amikor a Z; és a t; valdsziniiségi valtozok ecloszlasa egyarant
exponencidlis, megadhat6 a (3.1.3) egyenlet analitikus megoldasa.

3.1.3 Tétel (Mihaletzky, 2001): Ha a Z;,i = 1,2 ... exponencidlis eloszlasu valosziniiségi
valtozok u varhatd értékkel, azaz 1/u paraméterrel, valamint a t; értékek szintén
exponencialis eloszlasu valdoszintiségi valtozok, akkor a (3.1.3) egyenlet megoldasa ’17“ <16és
u = 0 esetén az alabbi alakba irhato:

A _C=A
R(w) = 1 —%‘e i (3.1.4)

Ha 2t > 1, akkor R(w) = 0. O

Egységnyi karok esetén is (ami szintén egy specidlis eset) létezik pontos megoldas, mégpedig:
3.1.4 Tétel (Mihalykoné, 2003):

Ha Z; =1 minden i = 1,2 ... esetén és a karok kozott eltelt idok eloszlasa exponencialis
eloszlas, akkor barhogyan véalasztjuk is a paramétereket, R(u) barmely nemnegativ u esetén
Kielégiti az alabbi integralegyenletet:

(o]

p
J Rlu+ct—DleMdt,ha0<u<1
1o

R(u)=<"¢

©o

j Ru+ct—1DreMdt,hal<u
\ 0

Ez az integrdl az alabbi alakba transzformalhat6, azaz R(u) minden u > 0 érték esetén
Kielégiti a kovetkez6 késleltetett differencidlegyenletet:

A
R'(u) = E(R(u) —R(u-— 1))(3.1.5)

Megjegyezzik, hogy a (3.1.5) egyenldség negativ u ertékek eseten az R(u) =0 miatt
nyilvanvaldan teljesul.

Ha% < 1,akkor R(0) =1 - %
Ha% > 1, akkor R(u) = 0 minden valds u esetén.

A (3.1.5) differencialegyenlet megoldasa explicit mddon is megadhato, az R(u) = 0, ha
—1<u<0éR(0)=1- % kezdeti feltételek felhasznalasaval.

Ekkor a (3.1.5) egyenlet megoldasa az alabbi fuggveny:
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i

A ,
et ()
) n<u<n+1(3.1.6)

Ra=(1-7) )

=0

i!
. . i
ahol n természetes szam és R(0) = 1 — - O

Lépjink tovabb egy masik szakirodalomban megtalalhatdé megoldashoz. Az alabbiakban
ismertetink egy flggvényt, melyet a cs6d bekovetkezési valdszinliségének és a cséd
bekdvetkezesének varhato idejének egyiittes kezelésére irtak fel, altalanos N (t) esetére.

A cséd bekovetkezési valdszinliségének és a csdd bekovetkezésének varhatd idejének
meghatirozasihoz sziikségiink van egy biintetéfiiggvényre. Jeldlje ezt a fliggvényt w: R? —
R¢, valamint vezessiik be a § jelolést az inflacié mértékére.

Legyen w(x,y) egy nemnegativ fliggvény x > 0 és y > 0 paraméterrel. Legyen ¢ (u, §) egy
diszkontalt és varhat6 értékben tekintett biintet6fliggvény, ami altalanos esetben

¢, 8) = Ew(U(Ty W), IU(Ty@)D) - 672017, 000) (3:1.7)

Jelélje U(T; (w)) az U(t) bal oldalrol vett hatarértékét, azaz a pénztarban levd téke
mennyiségét a tonkremenést megel6z6 idépillanatban.

A dolgozatban felhasznalt szamitasok sordn rogzitett w =1 konstans fuggvénnyel
dolgoztunk.

Rogzitett w = 1 esetén a (3.1.7) 6sszefliggés felirhatd az alabbi alakba:

¢(u,8) = E(e™Tv1, 0,) (3.1.8)
Ez lényegében a tonkremenési id6 striiségfliggvényének Laplace transzforméltja. § =0
esetén ¢ (u, 0) = E(1r,@wy<w) = P(Ty(w) < ) = 1 — R(u), valamint

b 8)|
T8 sy —E(Ty(w))

3.1.5 Tétel (Gerber & Shiu, 1998):
A ¢ (u, §) fluggveny Kielégiti az alabbi integralegyenletet:

oo u+ct o]

6w o) = [ [ stu+ce—yoetr@gmavac+ [ [ et r@goaya
0 0 0

u+ct

Ez az integréalegyenlet az alabbi integro-differencidlegyenletté transzformalhatd, ¢(0,6) =1
kezdoeértékkel, ha N (t) Poisson-folyamat:

0p(u,8) A+6 A ( (
¢g‘; )_ _:; d(u,8) = _E(I o(u—1vy,6)gly)dy + f g(y)dy)
0

u

O

Terjlink at a modell egy speciélis esetére. Ebben a specialis esetben legyen a karok nagysaga
egységesen egységnyire rogzitve, tehat legyen minden kar értéke azonosan egy.
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3.1.6 Tétel (Mihalykoné, Mihalyko, & Lakatos, 2009):
Abban a specialis esetben, amikora Z; = 1,i = 1,2,3 ...

( 1-u

o C

f e Otp(u+ct—1,8)f(t)dt + f e 9t f(t)dt,hau < 1
P (u,8) = { 0 (3.1.9)

c
[ee]

j e Otp(u+ct—1,8)f(t)dt,hau>1
\ 0

és ¢(0,8) =2 =

pozitiv valos gyoke.

_”0, ahol p, a u —@+%e‘” = 0 karakterisztikus egyenlet egyetlen

Klasszikus rizik6folyamat esetén pedig

A+6
dp(u,8) —¢>(u 6)—— ha0<u<1

ou Mqb(u 5)——¢(u—1 6),hau = 1.

Ezt u < 2 esetén megoldva azt kapjuk, hogy

d)(z’é‘) - A A+6 yl
(60,8)~ ) e e 4 2, ha0<us<1
=<<¢(O'5)_Ai5)£6 [(¢(0 6)_%)/}( _”)Uj-s(l_ai(s)] ey
+ﬁ, hal<u<?2 (3.1.10)

O

Az u > 2 esetén egyre bonyolultabb kifejezéseket kapunk, melyeknek zart alakjat még nem
sikerllt megadni.

A cs6d varhatd idejenek kiszamitasahoz a ¢(u, §) fuggvény & szerinti derivaltjanak (—1)
szeresere van sziikségunk a § = 0-ban.

A ¢(u,d) fuggvénynek csak nagyon specialis esetekben ismert pontos analitikus alakja, de

numerikus modszerek konstrualasa lehetseges egyes esetekben, példaul amikor a karok kozott
eltelt id6k exponencialis eloszlastiak.

Az alabbiakban ismertetjik az

0p(u,8) A+38
C

l u
7u o(u,6) + Z j p(u—y,6)gly)dy+1—-G(u) | =0(3.1.11)

egyenlet numerikus megoldasat, a Crank-Nicholson séma alapjan.
A (3.1.11) egyenlet atalakitasaval, u = n - h helyettesitéssel kaphatjuk, hogy

14



nh

dp(nh,8) A+6 A

¢(;zu ) “CL ¢(nh,6)+z<f ¢(nh—y,6)g(y)dy+1_g(nh)>=0
0

u = (n — 1) - h helyettesitéssel pedig
(n—-1)h

A
(= VRO +2( [ B((n= Dh=2,0) gy +1
0

—G((n—=1h) =0
Osszeadva 6ket kovetkezik, hogy

d¢p(nh,s) + 6¢((na— 1)h, 6)
u

dp((n—1)h,8) A+96
Ju o

o A+ 8 ¢p(nh,8) + ¢p((n—1)h,8)
2 o 2
A (f:h $(nh —y,8)gdy + [ " p((n - Dh -y, S)g(y)dy>
+- z +1

B G(nh) + G((n—1)h) 0

2
A fent emlitett Crank-Nicholson séma hibajanak megallapitasahoz szilkség van az alabbi két
Osszefiiggésre.

Ha k(x) x-szerint haromszor folytonosan differencialhato, akkor a
k(x)+k(x—h h h?
0 2( )=k(x—§)+k”($1(x))? ésa

k(x)—k(x—h h
(X) h(x ) — kr (x _ E) + k/r/({jz(x))hz

Osszefliggések fennallnak. Ezért, ha ¢(u,d) u szerinti harmadrendli parcidlis derivaltja
folytonos, akkor

1
(nh,5) — p((n— Dh,5) 7 ((" -2)h 6)
2 B ou

A+5 ¢(mh ) +p((n—1Dhd) A+ 6¢<<n—%) M) K, (n, B)h2.

+ K,(n,h)h? és

c 2 c

Felhasznalva, hogy a trapézszabaly hibaja ch?-nek adodik, elmondhat, hogy

¢(nh,6) — dp((n—1)h,5) 3 A+6 . ¢(nh,6) + ¢p((n—1)h,5)
h c 2

1 (< n-1
¥ Z(Z; d((n—Dh,8)gi)a™ + Z; $((n—1-0Dh 6)g(ih)bi(")>

+%(1 : G ((n —%) h)) = K(n,h)hz_

ahol |K(n, h)| n-t61 és h-tol fuggetlen korlat alatt marad és
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h . h .
algn)= Ehal=0,vagyl=nésbi(n)= Ehal=0,vagyl—n—1
hhai=12..n—1 hhai=12..n—2

Ebb61 mar felirhat6 a ,,Crank-Nicholson séma”

$p(n) =
pn-1D(F+2E) L (3h, g - 0gia®™ + i b — 1 - gib™) -2

1 A24+6 A h
@—?r+z%ﬂ
(3.1.12)

ahol g; = g(ih) és ¢ (n)-el jeldljik a ¢ (nh, §) kozelitd értékét.

1
1-G6n—75)

A mddszer hasznélatdhoz a ¢ (0, &) érték ismerete sziikséges. Ezt az értéket a ¢p(0,0) esetben
egyszerlien meghatarozhatjuk az alabbi modon

6)_/1,ug
o

s - -

Abban az esetben, amikor a § érték nem 0, a kezdSpontot a ¢(0,8) = 1—% maodon
hatarozzuk meg, ahol a p érték a

—P— e Plg(w)du =10

A+6 Af
C
0

egyenlet egyetlen pozitiv gyoke.

A p gyok kiszamitasat a Newton mddszer modositasanak segitségével végeztik el agy, hogy
az integralt Gauss-Laguerre kvadratura formulak segitségével kozelitettik. Tehat a

A+6 A oo _
o= g

c
Ao
_1+Ef0 ue Prig(u)du

Pn+1 = Pn —

Newton modszer szerinti szdmitast az alabbi mddositéssal vegeztiik el:

A+6 A 1 x;
T~ Pn—7 '121aip_g(p_l
— n n
Pn+1 = Pn — F 10 X; X;
1l a7 900

ahol az x; értékek jelolik a modszerhez sziikséges abszcisszakat, az a; értékek pedig az
ezekhez szikséges sulyokat. A 19-ed foku Gauss-Laguerre polinomokra alapozott kvadratira
formuldval  végzett szamitasokhoz  sziikséges 19  abszcisszat eés sulyt a
http://www.efunda.com/math/num_integration/findgausslaguerre.cfm oldalrdl téltottik le.
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3.2 A diszkrét modell

Ahogy a kordbbiakban mar emlitettlik, a szakirodalomban elsésorban a folytonos modellel
kapcsolatos kutatdsokkal talalkozhatunk, a diszkrét modellel pedig joval kevesebbszer.
Azonban a diszkrét modellre sziikségink van, mivel a folyamatok egy része pontosabban
modellezhet6 e diszkrét modellek segitségével. A biztositok esetében gondolhatunk példaul
arra az esetre, hogy a karok bekovetkeztekor ezeknek a karoknak az értéke valamilyen egész
szam, valamint a kar bekdvetkezésének idejét is valamilyen egesz szammal hatarozzuk meg.
Lehet ez nap, oOra, perc, stb. Ugyan lehetne pontosabb értékeket hasznalni ezek kifejezésere,
de ennek a modell szempontjabdl nem lenne értelme, hiszen a biztositonak nem szamit, hogy
az adott karok egy perc melyik tized vagy szazadmasodpercében kovetkeztek be. Eléfordulhat
az is, hogy a karok bekovetkezésének napjat elegendd tudnunk.

A diszkrét modellek fontossdganak masik oka, hogy a folytonos modellek integrél, integro-
differencidlegyenleteivel szemben a diszkrét modellek esetében differenciaegyenleteket kell
megoldanunk. Ez megkonnyiti a modell kezelését, hiszen a differenciaegyenletek megoldasa
sokszor egy rekurzid kiszamitasat jelenti, ezért ha a két modell eredményeinek eltérése
elegendben kicsi, akkor a diszkrét modell kivalthatna a folytonost, ezzel megkdnnyitve,
felgyorsitva a szamitasokat.

Az aladbbiakban ismertetjik, hogy a szakirodalomban milyen egyenleteket adtak meg a cséd
bekdvetkezési valoszinliségének, valamint a cs6d varhatd idejének meghatarozasara, Kitériink
azokra a specidlis esetekre, amikor a ké&rok nagysaga egységnyi, valamint amikor a karok
nagysagainak ¢és a koztiik eltelt idoknek eloszlasa egyarant geometriai.

A koréabbiakban ismertetett folytonos modellhez képest a diszkrét modell esetében annyi
valtoztatast kell tenniink, hogy a (3.1.1)-ben ismertetett valoszintiséget kiegészitjiik annyival,
hogy Vt € N és az idépillanatonkénti bevétel értéke minden esetben ¢ = 1.

A bevezetésben leirt U(t) rizikdfolyamat, valamint a T (u) a cs6éd bekovetkezésének ideje a
diszkrét modellben is érvényes, ezért ezeket nem irjuk le Gjra.

Csdd alatt a diszkrét modellek esetében is azt értjik, hogy a pénztarban levé pénzmennyiség
nulla ala csdkken. A cs6d bekovetkezésének valosziniiségét jelolje u(n), n kezd6téke esetén,
az alabbi maédon:

N(m)
u(n) =P(m— z Zr+n <0, valamely m =0,1,2 ... — re)
k=1

Jeldlje p(n,m) annak valdszintiségét, hogy a tonkremenés az m. idopillanatban torténik, n
kezdotdke esetén. Legyen tehat

N(m) N(s)
p(n,m) = P(m — ZZk+n<0éss—ZZk+n20,0SS<m)
k=1 k=1

Megjegyezzik, hogy p(0,0) = 0.

Jeldlje f(j) = P(t, =), j =0,1... a karok kozt eltelt idok, g(i) = P(Z, =1i), i =1,2...
pedig a karok nagysaganak eloszlasat.

3.2.1 Tétel (Orban-Mihalyké, Mihalyké, & Lakatos, 2009):
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Az u(n), n € N kielégiti az alabbi differenciaegyenletet:

[o%) n+j [o%)

um =) > um+j -0 (gD + ). i f(Dg) (3:21)

O

Bevezetjiuk az imént definialt p(n,m) érték z-transzformaltjat, minden rogzitett n érték
esetén. A (p(n, m)) o SOrozat z-transzforméltja a

¢n,z) = Z p(n,m)z~™,z >1(3.2.2)
m=0

A megadott z-k esetén a fenti sor konvergens.

A folytonos modellek esetében bevezetett ¢ (u,d) fliggvényhez hasonléan a ¢(n, z)-rél is
elmondhatd, hogy =z szerinti derivaltjanak —1-szeresével meghatarozhatd a cs6d
bekovetkezésének varhaté ideje, tehat

do(n, 2) .
5 = —E(TU(n)) és p(n,1) = u(n)
4 z=1
Vagyis a tonkremenés valdsziniiségét is megkaphatjuk ¢ (n, z) segitségével.
3.2.2. Tétel (Orban-Mihalyko, Mihalyko, & Lakatos, 2009):

Az imént ismertetett ¢ (n, z) fiiggvényrdl elmondhato, hogy barmely z > 1 esetén kielégiti az
alabbi egyenletet:

o n+j oo )
o)=Y D p+i=LDfDgDzT+ ) D f(gzT (323)
j=0i=1 j=1li=n+j+1

Legyen f()=(1—f)f7,j=0,12..6s 0 < f < 1. A (3.2.3) egyenlet atirhaté az alabbi
alakba:

~ 2 1 —f n—1 . . %) .
p(n,z) = fcp(n -1,z) — 7 z (; pon—i—1,2)g0) + ;g(1)> (3.2.4)

A (3.2.4) egyenletr6l megjegyezziik, hogy ¢(0,z) ismeretében a tébbi ¢(n,z) rekurzivan
szamolhato.

Legyen f() = (1—f)f,j=012..,0<f<1ésgd)=1-g)g"Yi=12..,
0 < g<1.Haz>1,akkora(3.2.4) egyenlet egyértelmii korlatos megoldasa a

Z+fg—J(Z+fg)2—4z(1—f)f(1—g)—4f92_g

(p(n,Z) - 1_g n
| (Z +fg—JGz+f9)? - ‘;(1 ~Nfd-g)- 4ng) (3.2.5)
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Haaz=1 és %lf;f< 1 (ami a nettd haszon feltételnek felel meg ennek a diszkrét

-g
modellnek az esetében), akkor az (3.2.1)-ben definialt fliggvény értéke
|1—-2f + fg]
Itf9—"—7 " ~9 14+fg—11-
g—11-2f+fg|
p(n,1) =u(n) = T gf ( 2 )™ (3.2.6)

Haaz=1 ésﬁlfiz 1, akkor ¢(n,1) = 1.

A folytonos modellhez hasonléan most is ismertetjik azt a specidlis esetet, amikor a karok
nagysaga egysegnyi.

Legyen f()=(1-f)f1,j=012..,0<f<1 é g ={
esetben az (3.2.4) felirhat6 az alabbi alakban:

lhai=1

0 kilonben Ebben  az

z 1-f
]7<P(0,Z)— 7 z, han=1
o(nz) =4 1—f
]7<P(n—1,2)— F zp(n—2,z), han=2,3...

Az >16sf(0) <1 feltételek teljesiilése esetén a fenti egyenlet egyértelmti megoldasa

— 72 —47(1 —
<p(n,z)=(z vz sz( f)f)”+1(3.2.7)

A (3.2.7)-t z szerint derivalva felirhatd, hogy

0D _ oy (A=A DT "o 240N
=(n . o (— —
0z 2f 2f 422 —4z(1-fF)f-f
Ez alapjan a z = 1 helyettesitéssel felirhato a tonkremenési id6 varhatd idejének (-1)-
SZerese:

dp(n,z)
0z 121

1—J1—4(1—f)f> ,(1 2—4(1-)f >(3_2_8)

=(n+1)'< 2f ﬁ_4\/1—4(1—f)f'f

O
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3.3 Felhasznalt szimulacidk

Mivel bizonyos esetekben nem ismert analitikus megoldas, és az ismertetett numerikus
maodszer nem alkalmazhato, ezért sziikség van a folyamatok direkt szimulaciojara.

Szimulacidinkat a MATLAB és a Maple matematikai programcsomagokkal valositottuk meg.

A szimulaciok soran a cs6d elkerllés valoszintiségét - a (3.1.1) valdsziniiséget, illetve
altalanosabban a (3.1.8) képlettel definialt képlettel definialt varhatd értéket hatarozzuk meg.
A valo6szintség kozelitésére a relativ gyakorisagot, a varhatd érték kozelitésére az atlagot
hasznaljuk. Ahhoz, hogy a relativ gyakorisagot kiszamitsuk, azt kell megvizsgalnunk, hogy a
kasszaban levo pénz értéke nem csokken-e nulla ala.

A (3.1.1)-ben megadott esemény bekdvetkezését azonban nem sziikséges folytonosan minden
iddpillanatban ellendrizni, mivel a biztositd kasszdjaban negativ irdny valtozads csak kar
kifizetése esetén torténhet, igy csupan a Y¥ . t; idépontokban (k = 1,2,...) vizsgaljuk a
feltételt. A szimuléaciok soran azonban szdmolnunk kell azzal a korlatozassal, hogy a feltétel
bekovetkezését nem vizsgalhatjuk végtelen intervallumon, csupan egy rogzitett Ty.x

idOpillanatig. Az igy meghatarozott relativ gyakorisdg tehat a P({O <u- Zlivz(t) Z; +
ct,Vt0 <t < TMAX}) valdszintiséget kozeliti. Ez a kdzeliteni kivant P({O <u-— Z?’z(t) Z; +

ct,Vt 0 < t}) valoszinliség feliilré] torténd becslése, de elegendéen nagy Tyax Vélasztésa
mar nem okoz érzékelhetd eltérést. A Tyax érték meghatarozasarél bovebben (Rosca &
Rosca, 2007) cikkében olvashatunk.

A (3.1.8) képlettel megadott ¢(u,8) = E(e™Tv®M1, y.,) varhatd érték kozelitd
meghatarozasara szilkségink van a Ty(u) tonkremenési idék szimulacidval torténé
megadasara. Tonkremenés csupan a Y¥ . t; idopontok (k =1,2,..) valamelyikében
torténhet. Most is csupan egy Ty 4x id6pontig vizsgaljuk a folyamatot, amennyiben addig nem
torténik tonkremenes, akkor a tonkremenési idét végtelennek tekintjuk. Ha a folyamat
realizicidja sordn veges tonkremenesi id6t kapunk, akkor ezt - 5-val szorozzuk és vessziik az
exponencidlis flggvényét, a kapott értékeket pedig atlagoljuk. Ez az atlag lesz a ¢(u, §)
becslése. A ¢(n, z) becslésénél hasonldan jarunk el.

A tonkremenési id6 varhatd értékét a szimulécioval kapott veges Ty (u)-k atlagolasaval is
megkaphatjuk.

A szimulaciok elvégzéséhez szikséglink van kilonbdz6 eloszlasu valdszintiségi valtozok
generalasara.

Exponencialis eloszlas esetén a karok kozt eltelt idoket és a karok nagysagat ugy kozelitettik,
hogy [0,1]-en egyenletes eloszlasu valosziniiségi valtozokat - amelyeket a MATLAB beépitett

veletlen szam generatoranak segitségével kaptunk- behelyettesitettilk az exponencialis

eloszlas eloszlasfiiggvényének inverz fiiggvényébe, az F~1(x) = @ fuggvénybe. Az igy

kapott valosziniliségi valtozok exponencialis eloszlastiak A paraméterrel. Arra a speciélis
esetre, amikor a karok kozott eltelt idok és a karok nagysdgai egyarant exponencialisak, a
korabbiakban mar ismertettiink analitikus megoldéast. Az alabbi abran a (3.1.4) -ben megadott
megoldas és egy szimulacio eredményei lathatéak A = 0.3, = 5 és ¢ = 2 parameétervalasztas
mellett, abban az esetben, amikor a kezd6téke értéke a [0,120] intervallumbol kertl ki h = 1
lépéskdzzel és N = 100.000 szimulaciot végziink minden egyes kezdémennyiséggel a
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Tyax = 1.000 id6pillanatig. A 3.3.1 abra mutatja a tonkremenés elkeriilésének valosziniiségét
az analitikus és a szimulaciés mddszerrel meghatarozva. Folytonos vonallal jel6ltik az
analitikus, szaggatott vonallal a szimulacio eredmeényeit, melyek szinte egybeesnek. A 3.3.2
dbra mutatja a pontos megoldds és a szimulacié eredményeinek eltérését, amely ezred
nagysagrendi és kisebb, mint a szimulacio hibaja.

%107
25
2F i
] 18F -
1 H
3=03 |
=5 05
c=2 1
MN=100.000
02 ) ) ) ‘ T=1.000 0 ‘ ‘ .
o 20 40 60 a0 100 120 0 20 40 =] 80 100 120
u u
3.3.1. &bra R(u) analitikus és szimulaciés modszerrel 3.3.2. &bra R(u) analitikus és szimul&cids
meahatarozott eredménvei modszerrel meghatarozott eredményeinek eltérése

Normalis eloszlast valoszinliségi valtozokat a centralis hatareloszlas-tétel alapjan generalunk,
mégpedig Ugy, hogy generalunk tizenkét darab [0,1]-en egyenletes eloszlasu véletlen szdmot,
ezeket Osszeadjuk és kivonunk bel6le hatot. A kapott szam kozelitdleg standard normaélis
eloszlasu véletlen szdm, amit megszorozva o-val és hozzdadva m-et, (m,o) paraméterii
normalis eloszlasu véletlen szamma alakithatunk, vagyis az igy kapott valosziniliségi valtozok
j6 kozelitéssel normalis eloszlastiak m varhato értékkel és o szordssal. Ugyan MATLAB-nak
létezik normalis eloszlasu szam-generatora, ennek alkalmazdsa azonban a szimulacios
programok futasi idejét jelentésen megndvelte.

Geometriai eloszlasu val6szintiségi valtozokat ugy generalunk, hogy [0,1]-en egyenletes

eloszlasu x véletlen szamokat helyettesitink a [%

valtozok geometriai eloszlasuak f paraméterrel. Arra a specialis esetre, amikor a karok
nagysagai ¢s a koztiik eltelt idok egyarant geometriai eloszlastiak a kordbbiakban ismertettiink
analitikus megoldast. Az alabbi abrakon a (3.2.5)-ben megadott analitikus megoldas, valamint

a szimulacioink eredményei és azok kilonbsége lathato az f = %,g =05-c=1
paramétervalasztas mellett. A kezd6toke értéke a [0,80] intervallumbol kerilt ki. N = 10.000
szimul&ciot végzink minden egyes kezddmennyiséggel a T4y = 1000 iddpillanatig. A 3.3.3.
abra illusztralja az analitikus megoldas és a szimulacié eredményét, folytonos vonallal
jeleztiik az analitikus megoldés, szaggatottal pedig a szimulacio eredmenyet. A két modszerrel
szamitott értékek szinte teljesen egybeesnek, a két megoldas kulénbségét szemlélteti a 3.3.4.

abra. Az eltérések kisebbek 0.01-nél, amely hiba a szimul&cid hibajabol szarmazik.

J képletbe. Az igy kapott valosziniiségi
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0.008 - B

0.008 -

0.007 -

0.006 -

0.005 -

0.004 -

0.003 -

0.002

0.001 -

3.3.3. &bra Az u(n) analitikus megoldéssal és 3.3.4. &bra Az u(n) analitikus megoldéssal és
szimulécidval szamitott értékei szimulécidval meahatérozott eredménveinek eltérése

Az n,p paraméteri binomialis eloszlast valdszinliségi valtozokat ugy generaljuk, hogy
generalunk n darab [0,1]-en egyenletes eloszlasu véletlen szamot amelyekrdl egyesével
ellendrizziik, hogy kisebbek-e a megadott p értéknél, és megszamoljuk, hanyszor teljesil ez
az esemény. A kapott egész érték binomialis eloszlasu véletlen szdm n, p paraméterrel.

Felhasznaltunk tovabba tangenshiperbolicus eloszlasu valoszintiségi valtozokat amelyeket
szintén egyenletes eloszlast valdszintisegi valtozOknak az eloszlas fuggvény inverzébe
torténé helyettesitésével generaltunk. A diszkrét megfelel6jét a szokéasos diszkrét eloszlasu
valoszintisegi valtozok generalasanak megfeleléen végeztik.
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4. A folytonos és diszkrét modellek 6sszehasonlitasa

A dolgozat célja, hogy ésszehasonlitsuk a folytonos és diszkrét modelleket. A dsszevetéseket
ebben a fejezetben fogjuk elvégezni. A modelleket els6ként kvantitativ modon vetjiuk 6ssze a
korabbiakban ismertetett egyenletek, numerikus modszerek és szimulacidk segitsegével. Ezt
kovetden kvalitativ modon hajtjuk végre az Osszehasonlitast, egyenletek és megoldasok
egymasnak valdé megfeleltetésével.

4.1 Osszehasonlitas kvantitativ médon

Els6ként kvantitativ 0sszevetéseket végziunk a modellekre felirt egyenletek eredmenyeinek
Osszehasonlitasara. Ezeket harom alfejezetre osztottuk.

Az els6 alfejezetben a karok kozt eltelt idok eloszlasa folytonos esetben exponencialis, mig
diszkrét esetben geometriai, a karok nagysaga pedig szintén exponencidlis illetve geometriai
eloszlasu vagy egységnyi. Az 0sszehasonlitasokat analitikus és numerikus megoldasok
eredményein keresztul végezzik el.

A masodik alfejezetben olyan esetekben végezzik el az egybevetést, amikor a karok kozti
id6k nagysagai exponencialis illetve geometriai eloszlastak, a karok nagysagai pedig
normalis illetve binomialis eloszlastuak. Ebben az esetben szimulacio segitségével szamitjuk
Ki az dsszehasonlitani kivant eredményeket.

A harmadik alfejezetben olyan eseteket vetlink 6ssze, amikor a karok kozti id6k normalis és
binomialis eloszlasuak, a karok nagysagai pedig szintén normalis és binomidlis eloszlast
kdvetnek vagy allanddak. Ebben az esetben szamitasainkat sajnos nem tudtuk olyan pontosan
végezni, mint a korabbiakban. Korlatozott er6forrasaink miatt ugyanis idonként nem tudtunk
olyan kis Iépéskozzel olyan sok szimulaciét végezni, mint a korabbi esetekben, mivel a
normalis eloszlasu valoszinliségi valtozok generalasa tobb mint tizszer annyi ideig tart, mint
példaul egy exponencidlis eloszlasti valdsziniiségi valtozoé. Amig példaul egy szimulécio,
amiben exponencialis eloszlasu véletlen szamokat hasznaltunk fel, csak két-harom orat vesz
igénybe, addig egy normalis eloszlast tartalmaz6 szimulacié akar hdsz-harminc oOréat is igény-
be venne, ha ugyanannyi szimulaciot végeznénk el pontonként, ugyanazzal a lepeskozzel. Itt
megjegyezziik, hogy olyan szimulacidt is végeztiink, amelyben a karok kozti idok és a kdrok
nagysaganak eloszlasa is normalis volt, ami megduplézza a szikséges futési idét.

Osszehasonlitasaink soran a tonkremenés valosziniiségének értékeit, valamint a tonkremenés
varhato idejének értékeit hasonlitottuk 0Ossze a folytonos és a diszkrét modellben és
igyekeztiink ezeket a lehetd legtobb paraméter alapjan megtenni.

A folytonos eloszlasokhoz azért igy valasztottuk meg a diszkrét eloszlasokat, mert ezek jol
ismert 0Osszetartoz0 eloszlas-parok. Ebben a fejezetben végig ilyen eloszlas-parokat
hasznalunk fel. Az elénye ezeknek a valasztasoknak, hogy a folytonos és a megfelel6 diszkrét
eloszlas alakja hasonld, ami mélyebb valoszinliségszamitasi 6sszefiiggésekbdl fakad, tovabba
az eloszlast jellemzd egy, illetve kettd paraméter lehetové teszi, hogy varhatd értékiiket,
illetve emellett a szorasukat is egyenlévé tehetjiik. Az elobbi a nettd haszon feltétel miatt
rendkivil fontos. Abban az esetben, amikor egy folytonos eloszlashoz nem ismerink ilyen
diszkrét part, egy a késébbiekben ismertetendd moédszerrel konstrualhatjuk meg a diszkrét
megfeleldjét.
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4.1.1 A folytonos és diszkrét modell eredményeinek 6sszehasonlitdsa a karok
nagysaganak exponencialis illetve geometriai eloszlasa valamint a karok
nagysaganak exponencidlis illetve geometriai eloszlasa, vagy egysegnyi nagysaga
esetén

A modell diszkrét és folytonos esetei kdzil az alabbiakban azokat fogjuk Gsszehasonlitani
egymassal, amikor a karok kozt eltelt idok eloszlasa folytonos esetben exponencialis, a
diszkrét esetben pedig ennek megfelelé (geometriai) eloszlasu, a karok nagysaga pedig
szintén ezeket az eloszlasokat koveti, vagy allando (egységnyi) nagysaguak. Az
0sszehasonlitds soran a cs6d bekovetkezési valoszinliségét €s egy esetben a csdd
bekdvetkezésének varhatd idejét vetjik dssze a modellekben. Elvégezzik tovabba a ¢ (u, &)
és a @(n,z) diszkontalt bintet6fliggvények egymassal valé 6sszehasonlitasat is, bizonyos
paraméter értékek mellett. A felhasznalt értékeket — amennyiben rendelkezésre all analitikus
megoldas — analitikus modon hatadrozzuk meg. Ha ilyen megoldast nem ismerink, akkor
numerikus modszert alkalmazunk.

Az els6 Osszehasonlitas soran a csd valosziniiségét hataroztuk meg a folytonos esetben, majd
ugyanezekkel (a megfelel6 modon atalakitott) értékekkel kiszamitottuk ennek valdsziniiségét
a diszkrét esetben is. Osszehasonlitasaink soran torekedtiink ra, hogy a felhasznalt folytonos
és diszkrét eloszldsok véarhatd értéke es (esetleg) szorasa megegyezzen, ennek alapjan
allapitjuk meg az egyik eloszlas paramétercit a masik eloszlasnak megfelelore. Az
Osszehasonlitast a folytonos eset eloszlasainak paraméterei alapjan végeztik el, a diszkrét eset

paramétereit az f =7 9= 1—; modon alakitottuk 4at. A cséd valdszinliségét a

kordbbiakban ismertetett (3.2.5) és (3.1.4) képletek segitségével szamitottuk. Az dbrakon nem
jeloljik azokat a pontokat, ahol teljesul, hogy > 1, mivel a 3.1.3 tetel alapjan ezekben a

c
pontokban a cs6d valdsziniisége azonosan 1. Az 0sszehasonlitashoz felhasznalt értékeket az
alabbi paraméterek felhasznalasaval kaptuk: az exponencialis eloszlas A illetve u paraméterei
a [0,1] illetve ]1,10] intervallumbol valasztottuk ki h; = 0.001 és h, = 0.01 lépéskozzel. A
Iépéskdzok eltérésének oka, hogy a p esetén egy nagyobb tartomanybdl keriilnek ki az
értékek. Az idéegységenkénti bevétel értékét ¢ = 1-re valasztottuk, a kezd6toke értéke pedig
u = 5 volt.

A kiszamitott eredményeket szemlélteti az 4.1.1.1. ésa 4.1.1.2. dbra.

A két megoldas eredményeinek eltérését nagysagrendileg abréazolja a 4.1.1.3. abra. Fekete
szinnel jel6ltik azokat a tartomanyokat, ahol a megoldasok kiilénbsége kevesebb, mint 0.001.
Sotétszirkével abrézoltuk azokat a részeket, ahol a megoldasok kuldnbsége [0.001,0.01[-
béli, és vilagosszirkék a [0.01,0.031[-béli eltéréssel rendelkez6 tartomanyok. A 4.1.1.4.
abran a megoldasok tényleges eltérése lathato.
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4.1.1.1. 4bra Az 1-R(5) tonkremenési 4.1.1.2. &bra Az u(5) tdnkremenési val6sziniiség
valésziniiség értékei értékei

Kilénbség

4.1.1.3. 4bra Az 1-R(5) és az u(5) eredményeinek

A A A - 4..1.4. dbra Az 1-R(5) és az u(5) eredmeényeinek eltérése
nagysagrendi eltérésének megoszlasa

A4.1.1.3.esa4.1.1.4. abra jol mutatja, hogy a két megoldas eredmeényeinek kiilénbsége kicsi,
csak helyenként kozelit 0.031-hez. A 4.1.1.3. abrarol leolvashato, hogy az eltérés akkor a
legkisebb, ha a megoldasok eredményeinek értéke az 1-hez kozelit.

Maésodik 6sszehasonlitasunkban olyan folyamatokat hasonlitunk ssze, ahol a karok nagysaga
egységnyi. Az értékek szamitasa kozben a cséd bekovetkezésének valdszinliségét szamitottuk
ki. A paraméter, ami alapjan az Osszehasonlitast elvégeztiik a karok kozt eltelt idok
eloszlasanak paramétere a folytonos esetben. A diszkrét modell paramétereit a korabbiakban
ismertetett modon hataroztuk meg a folytonos modell paramétereib6l. Az 0sszehasonlitott
értékeket a korabbiakban megadott (3.1.6) és (3.2.7) kepletek segitsegével szamitottuk Ki.
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Az eredmények szamitasa sordn az alabbi paramétereket hasznaltuk fel: a kezd6toke értéke
u =5, az idéegységenkénti bevétel értéke pedig ¢ =1 voltak. A A értékek a [0,1]
intervallumba estek, és h; = 0.001 lépéskozonként vizsgaltuk o6ket. A karok nagyséaga
egységnyi volt.

Az 6sszehasonlitott eredményeket abrazolja a 4.1.1.5. dbra, amin folytonos vonal jel6li a
folytonos és szaggatott a diszkrét modell esetében kiszamitott eredményeket. A két megoldas
értékei kozti kilonbséget szemlélteti a 4.1.1.6. abra.
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4.1.15. dbra 1-R(5) és u(5) kiszamitott 4.1.1.6. abra 1-R(5) és u(5) eredményeinek eltérése
eredményei

A 4.1.1.6. abrérol leolvashato, hogy a két megoldas eltérése a A = 0.9 pontban a legnagyobb.
Az eltérés mértéke a A > 0.98 és a 1 < 0.63 értékek esetén kevesebb, mint 0.05.

A harmadik 6sszehasonlitast a 1 és o értékek alapjan végeztik el, a ¢(u,8) és a ¢(n,z)
értékei alapjan. A folytonos modell esetében a korabbiakban ismertetett Crank-Nicholson
sémaval kiszdmitott kozelito értékeket hasznéltuk fel.

Az osszehasonlitott eredményeket az alabbi paraméterek felhasznalésaval szamitottuk: a A
értékeket a [0,1] intervallumbol vettik, a h; = 0.01 1épéskozzel. A § ertekek a [0,1]
intervallumbol kerlltek ki, hs = 0.01 lépéskozzel. A karok nagysaganak varhato értéke u = 5
volt. Az idGegységenkénti bevétel értéke ¢ = 1, a kezd6toke pedig u = 5 volt. A diszkrét

modell paramétereit az f = ﬁ ag=1 —i és a z =1+ & Osszefuggések szolgaltattak. A

folytonos modell eredményeit a 4.1.1.7, a diszkrétét pedig a 4.1.1.8. &bra szemléltetin = u =
5 esetéen.
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4.1.1.7. dbra ¢(5,6) fuggvény értékei 4.1.1.8. abra ¢(5,z) fuggvény értékei

A megoldasok kulonbségét szemlélteti a 4.1.1.9. és a 4.1.1.10 abra. Megjegyezzik, hogy a
konnyebb szemléltetés érdekében az 4.1.1.9. abrat a vizsgalt esetekhez képest mas szogben
mutatjuk, és arnyaladsa is mas. A korabbiakhoz hasonl6 modon: fekete szinnel jeldljik azokat
a tartomanyokat, ahol a megoldasok kulonbsége kevesebb, mint 0.001. Sotétszurkével
dbrazoltuk azokat a részeket, ahol a megoldasok kulonbsége [0.001,0.01[-béli, és
vildgosszirkék a [0.01,0.1[-béli eltéréssel rendelkezé tartomanyok. Az ennél nagyobb
eltéréssel rendelkez6 tartoméanyokat fehérrel jeloltiik.

Kilinbség
Kildnbség nagysagrendileg elkildnitve

) ) o 4.1.1.10. abra ¢(5,5) és ¢(5,z) tényleges
4.1.1.9. abra ¢(5,0) és ¢(5,z) nagysagrendi eltérése eltérése

Az abrakrdl leolvashatd, hogy a két megoldas eredményeinek eltérése abban az esetben a
legkisebb, ha § = 0. A legnagyobb eltérés § €]0,0.5] értékek esetén figyelhet6 meg. Lathato
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tovabba egy keskeny sdv amelyben az eltérés még elfogadhatoéan kicsi, abban az esetben
amikor a 1 < 0.05, és ez asav a § érték novelése esetén novekszik.

Negyedik 0Osszehasonlitasunk soran ismét allando (egységnyi) nagysagu karok esetében
vizsgaljuk a folyamatot. A paraméterek, amelyek alapjan az 6sszehasonlitast végezzik a
folytonos modell esetében a karok kozott eltelt idok eloszlasanak paramétere, amit a diszkrét

modell esetén az f = ﬁ modon szamitunk at. A diszkontélasi faktort z = 1 + § mddon irjuk
fel a diszkrét modell esetében. Az Osszehasonlitott értékeket folytonos esetben a (3.1.10)

egyenlet, a diszkrét esetben a korébbiakban ismertetett (3.2.7) keplet segitségével hataroztuk
meg.

Az 0Osszehasonlitott eredményeket az alabbi paraméterek felhasznéldsaval szamitottuk: a A
értékeket a [0,1] intervallumbol vettik, a h; = 0.01 l1épéskozzel. A § ertekek a [0,1]
intervallumbol kertltek ki, hs = 0.01 Iépéskozzel. Az id6egységenkénti bevétel értéke ¢ = 1,
a kezd6téke pedig u = 2 volt.

Eredmeényeinket abrakkal szemléltetjuk, kulon-kilén, majd Gjabb abrék segitségével
megmutatjuk ezek kilonbségét is. A 4.1.1.11. &bra illusztrélja a folytonos modell esetében
kiszamitott megoldast, a 4.1.1.12. abra pedig a diszkrét modell esetében szamitottat.

Exponencialis Geometriai

]
n
o
]
i

4.1.1.11. 4bra ¢(2,8) eredményei 4.1.1.12. dbra ¢(2,z) eredményei

A megoldasok kulonbségét mutatja a 4.1.1.13. és a 4.1.1.14. abra. Megjegyezziik, hogy a
konnyebb szemléltetés érdekében az elsé abrat a vizsgalt esetekhez képest mas szdgben
mutatjuk, és arnyalasa is mas. A korabbiakhoz hasonl6 modon: fekete szinnel jel6ljik azokat
a tartomanyokat, ahol a megoldasok kilonbsége kevesebb, mint 0.001. Sotétszurkével
abrazoltuk azokat a részeket, ahol a megoldasok kilénbsége [0.001,0.01[-béli, és
vilagosszirkék a [0.01,0.1[-béli eltéréssel rendelkezé tartomanyok, az ennél nagyobb
eltéréseket fehér szinnel jeloltik.
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Kilénbsey nagysagrendiley elkilénitre

1 : Killonbség
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4.1.1.13. 4bra A ¢(2,9) és a ¢(2,z) eredményeinek
nagysagrendi eltérése 4.1.1.14. dbra A $(2,9) és a ¢(2,z) eredményeinek
kulénbsége

Ez alapjan lathatjuk, hogy a két megoldds azokban a pontokban van a legktzelebb
egymashoz, amikor a 4 < 0.1. Szintén kis (0.01-nél kisebb) eltérés mutatkozik azokban a
pontokban, ahol a 1 € [0.1, 0.2]. A legnagyobb eltérés abban az esetben mutatkozik, amikor a
A =>0.8és 6 = 0.3, valamint amikor a § € [0,0.25] és A € [0.6,0.85].

Otodik osszehasonlitasunkat a ténkremenés varhato ideje alapjan végeztiik exponenciélis
illetve geometriai eloszlasu karigények kozt eltelt idok és karnagysagok esetén. Az
eredményeket a folyamat kezd6t6kéje és a karok kozti id6k eloszlasanak paramétere
fliggvényében abrazoltuk. A folytonos és a diszkrét modell esetében az analitikus megoldasok
eredményeinek numerikus derivalasaval hataroztuk meg az 6sszehasonlitott értékeket.

Az 0Osszehasonlitott értékeket az alabbi paraméterek felhasznaldsaval kaptuk. A kérok
nagysaganak paraméterét u = 2.5-re valasztottuk. A karok kozt eltelt idok paramétere a
A € [0,0.4] intervallumbol kerult ki h; = 0.001 lépeskozzel. Azért nem hasznaltunk nagyobb

A értékeket, mert abban az esetben nem teljestlne a % < 1 nettd haszon feltétel. A dijbevétel

értékét ¢ = 1-re valasztottuk. A kezdotoke értéke az u € [0,60] intervallumbol kerilt ki
h = 0.01 Iépéskozzel.

A 4.1.1.15. abran lathatéak a folytonos modell, a 4.1.1.16 abran a diszkrét modellre
kiszamitott megoldasok.
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4.1.1.15. dbra A tonkremenési id6é varhaté értéke a 4.1.1.16. dbra A tonkremenési id6 varhatd értéke a
folytonos modell esetében diszkrét modell esetében

A két modell eredményeinek eltérését mutatja a 4.1.1.17. &bra. Ebben az 6sszehasonlitasban
nem szemléltetjik a két megoldast nagyséagrendileg, mivel a két megoldas értékeinek
nagysagahoz képesti eltérések olyan Kkicsik, hogy a tényleges eltérést mutatd abrardl is
konnyeden leolvashaté ez az eltérés.

Kilonbséy

4.1.1.17. A folytonos és diszkrét modell tonkremenési ideje varhato értékének eltérése

A 4.1.1.17. abrardl leolvashatd, hogy a két modell eredményei viszonylag kozel vannak
egymashoz. Amennyiben a A értéke a [0.3,0.4] intervallumba esik az eltérés a kezd6toke

novelésével novekszik. Abban az esetben, ha A kevesebb, mint 0.3 ugy a kezd6tdke
novelésével az eltérés csokken.
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Az elvégzett 6sszehasonlitasokat 6sszegezve elmondhatd, hogy a tonkremenés valdszintiségét
tekintve a két modell abban az esetben all a legkdzelebb egyméshoz, amikor a kérok
nagysaganak eloszlasa exponencialis. Ebben az esetben a legnagyobb eltérés 0.031, de ez az
eltérés a paraméterek csak egy kisebb halmaza esetén mutatkozik, egyébként az eltérés
mértéke sok esetben 0.01 alatti, igy a diszkrét modellt hasznalhatnank a folytonos
kozelitésekent.

Az eltérés egysegnyi nagysagu karok esetén erdteljesen megnovekszik. Ekkor a legnagyobb
eltérés értéke 0.2. Ebben az esetben a diszkrét modell eredményeit mar altaldban nem
hasznalhatjuk a folytonos helyett, de helyenként még kozelitésére sem.

Azokban az esetekben amikor a § paraméter nem nulla, a két modell legnagyobb eltérése
0.25 ami a korabbiakhoz hasonl6an csak egy bizonyos tartomany esetében 1ép fel, de ebben a
tartoményban (5 €]0,0.3] és 1 € [0,0.3]) az eltérés mértéke nagyobb, mint 0.1, ami szintén
tilzottan nagy ahhoz, hogy a diszkrét modell eredményeivel kozelithet legyen a folytonos
modell.

Egységnyi karok esetén az eltérés legnagyobb értéke kevesebb, mint 0.15, de ez az eltérés a
A < 0.5 esetben 0.05 alatti. Ekkora eltérés esetén a folytonos modell eredményeit még nem
helyettesithetjik a diszkrét modell eredményeivel, de tekinthetjiik azt kdzelitéskent.

A tonkremenés véarhat6 idejével végzett dsszehasonlitds alapjan azt mondhatjuk, hogy a két
modell eredményeinek eltérése olyannyira Kicsi, hogy a diszkrét modell eredményeit
hasznélhatjuk a folytonos helyettesitésére.
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4.1.2 A folytonos és diszkrét modell eredményeinek Gsszehasonlitasa a karok
kozott eltelt idok exponencialis illetve geometriai eloszlasa, és a karok
nagysaganak normalis illetve binomialis eloszlasa esetén

Az el6zé alfejezetben végig a folytonos e,oszlasok paramétereihez igazitottuk a diszkrét
eloszlasok paramétereit, azonban ez ebben az alfejezetben félig, a kdvetkezében pedig
teljesen forditva torténik. Ennek oka, hogy 0sszehasonlitasaink igy szemléletesebbek lesznek,
jobban megmutatjak, hogy a két modell mennyire egyezik egymassal. Ha a normalis eloszlas
paramétereihez alakitottuk volna a binomialis eloszlds paramétereit, akkor azzal a
probléméaval szembesiilnénk, hogy néhany paraméter egyiittes esetében a binomiélis eloszlas
nem lenne alkalmazhatdé, mert nem kapnank egész ertéket a binomidlis eloszlas n
paraméterére, igy az &bra helyenként hidnyossa vélna.

Az aldbbiakban a folytonos és diszkrét modell azon eseteit fogjuk 6sszehasonlitani, amikor a
karok kozott eltelt idok a folytonos esetben exponencidlisak, a diszkrétben pedig
geometriaiak. A karok nagysaga folytonos esetben normalis, diszkrét esetben pedig binomialis
eloszlasu. Az osszehasonlitds sordn a korabbiakhoz hasonloan elGszor csak a cs6d
bekdvetkezésének valoszintiségét vizsgaljuk, ezutan ratérink a diszkontalt bintetéfuggvény
varhat6 értékére, majd végil a cséd bekovetkezésének varhato idoit is dsszevetjik.

Szimuléciés eredményeink szamitasakor a lehetd legtobb szimulacioval dolgoztunk, de
er6forrasaink végessége miatt nem minden esetben sikeriilt egyforma mennyiségi
szimulacioval elvégezni a kiilonb6z6 esetek eredmeényeinek szamitasat.

Mivel a szimulaciok sordn normalis eloszlast is felhasznalunk, fontos megemliteniink, hogy
ez az eloszlas felvehet negativ értékeket is, ami nem fordulhatna elé a karok nagysagai €s a
koztlk eltelt idok esetén, de igyekeztiink a paramétereket gy megvalasztani, hogy a negativ
értékek el6fordulasanak valdszintisége elhanyagolhatéan kicsi legyen. Ha mégis negativ
értéket kaptunk, akkor azokat figyelmen kivil hagytuk.

A modellek adott esetein végzett elsé Osszehasonlitasunk soran a cs6d bekdvetkezésének
val6szintiségével foglalkoztunk. Az Gsszehasonlitast a binomialis eloszlas n és p parameterei
alapjan végeztiik el, a folytonos esetben ennek megfeleld normalis eloszlas paramétereit az

m=n-péso=,/n-p-(1—p)mbdon hataroztuk meg.
Az Osszehasonlitott értékeket az alabbi paraméterek esetén kaptuk: a A értékét 0.1-re
valasztottuk, amit a diszkrét modell esetében az f = :11 maodon alakitottuk at a felhasznalt

closzlasnak megfelelére. Az n értékek az [20,30] intervallumbol keriltek ki h, =1
lépéskozzel, a p eértékek pedig a [0,1] intervallumbol a h, = 0.05 lépeskozzel. Az
idéegységenkénti bevétel értéke ¢ = 1, a kezd6téke pedig u =5 volt. Pontonkent N =
100.000 szimulaciot végeztink a Ty 4x = 1.000 id6pillanatig.

A cs6d bekovetkezesi valdsziniiségeit abrakon szemléltetjuk, kilon-kilon, majd a harmadik
és negyedik abra segitségével illusztraljuk ezek kilonbségét is. Az 4.1.2.1. abra mutatja a
folytonos modell eredményeit, a 4.1.2.2 pedig a diszkrétét.
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4.1.2.1. 4bra Az 1- R(5) ténkremenési valdsziniiség 4.1.2.2. 4bra Az u(5) tdnkremenési val6sziniiség
értékei értékei

A két megoldas eltérését szemlélteti a 4.1.2.3 és a 4.1.2.4 abra.

A 4123 é&bran az eddigiekhez hasonl6 mddon: fekete szinnel jeldljuk azokat a
tartomanyokat, ahol a megoldasok kilonbsége kevesebb, mint 0.001. Sotétszirkével
abrazoltuk azokat a részeket, ahol a megoldasok kuldnbsége [0.001,0.01[-béli, és
vilagosszirkék a [0.01, 0.02[-béli eltéréssel rendelkez6 tartomanyok.

Kilénbséy

Kilnbség

0B

P
n

4.1.2.4. dbra Az 1-R(5) és az u(5) eltérése
4.1.2.3. dbra Az 1-R(5) és az u(5) nagysagrendi eltérése

Lathato, hogy a ket megoldas eredményeinek killonbsége akkor a legkisebb, amikor mindkét
eredmeny a 0-hoz vagy az 1-hez kozelit, és akkor a legnagyobb, amikor a p értéke = 0.2. A
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4.1.2.3. &bra egyetlen tartomanyon mutat 0.02-nél nagyobb eltérést a két eredmény kozott,
méghozz4 abban az esetben, amikor 0.2 < p < 0.25és 23 <n < 24.

Masodik osszehasonlitasunk soran a cs6d bekovetkezési valdsziniisége mellett a ¢ (u, §) é€s a
p(n,z) flggvények eltérésével foglalkozunk. Az 6sszehasonlitdst a A és & (valamint a

diszkrét modell esetén neki megfeleld f = ﬁ és z = § + 1) értékek szerint végeztik el. Az
0sszehasonlitott értékeket mindkét esetben szimulécidk segitségével szamitottuk Ki.

Az dsszehasonlitott értékeket az alabbi paraméterek felhasznélasaval szamitottuk: a A értékek
a [0,1] intervallumbdl keriltek ki h; = 0.05 Iépéskozzel, a & értékek szintén a [0,1]
intervallumbol keriltek ki, és ugyancsak a hs = 0.05 1épéskdzt hasznaltunk. A binomialis
eloszlas paraméterei n =20 és p = 0.5 voltak. A normalis eloszlds paramétereit az

korabbiakhoz hasonléan az m =n-p és o = \/n-p- (1 —p) mbédon hataroztuk meg. Az
idéegységenkénti bevétel értéke ¢ =1, a kezd6toke pedig u =5 volt. Pontonként N =
100.000 szimulaciot végeztink a Ty 4x = 1.000 id6pillanatig.

Eredmeényeinket abrakkal szemléltetjuk, kulon-kalon, majd Gjabb két abra segitségéevel
illusztraljuk ezek eltérését is. Az 4.1.2.5. abra mutatja a folytonos, a 4.1.2.6. abra pedig a
diszkrét modell eredményeit.

Exponenmall%-}.NDrmahS n=20, p,=0.8 Geornetriai - Binomidlis n=20, p, =05
. u=5, c=1 u=5, =1
.. | N=100.000 N=100.000

:-TMA}{:1 oog . "TMAX=1 .0oo

10

4.1.2.5. dbra ¢(5,9) fiiggvény értékei

4.1.2.5. abra @(5,z) fuggvény értékei

A megoldasok kilonbségét a korabbiakhoz hasonldan abrakkal szemléltetjuk. Az eddigieknek
megfelelé mddon: fekete szinnel jel6ljik azokat a tartomanyokat, ahol a megoldasok
kilonbsége kevesebb, mint 0.001. Sotétszurkével abrazoltuk azokat a részeket, ahol a
megoldasok kulonbsége [0.001,0.01[-beéli, és vilagosszirkék a [0.01,0.16[-beli eltéréssel
rendelkezd tartomanyok.
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4.1.2.6. dbra A ¢(5, 8) és a ¢(5,z) nagysagrendi eltérése 4.1.2.7. dbra A ¢(5, 8) és a ¢(5,z) eredményeinek
tényleges eltérése

Lathatd, hogy a két megoldas eredményeinek eltérése akkor a legnagyobb, amikor a § > 0.5
és 1 > 0.2. A legkisebb eltérés azokban az esetekben mutatkozik, amikor a § < 0.1.

Harmadik 6sszehasonlitdsunk a tonkremenés varhaté ideje alapjan tortént. A paraméter, amely
alapjan az Gsszehasonlitast elvégeztiik a folyamat kezd6tékéje volt. A folytonos eés a diszkrét
modell esetében egyarant szimul&cidk segitsegével hataroztuk meg az 6sszevetni Kivant
értékeket.

Az 6sszehasonlitdshoz felhasznalt értékeket az aldbbi paraméterek valasztasaval kaptuk. A
karok kozt eltelt id6k paramétere — folytonos esetben - 1 = 0.3 volt, melyet az f = ﬁ
moddon alakitottunk at a diszkrét esetben felhasznalt geometriai eloszlasnak megfeleld alakba.
A karok nagysaganak paraméterei — a diszkrét modell esetében - n = 20 és p = 0.5 voltak,

melyeket az m=n-p és o = /n-p- (1 —p) mddon alakitottunk at a folytonos modell
esetében felhasznalt normalis eloszlasnak megfelelére. A dijbevétel értéket ¢ = 1-re
valasztottuk. A kezdotoke érteke az u € [0,60] intervallumbol Kkerdilt ki h = 1 |épéskozzel.
Minden egyes kezd6téke esetében N = 1.000.000 szimulacidt végeztink a Ty 4x = 1.000
iddpillanatig.

A 4.1.2.8. &bran lathatéak a két modell esetében kiszamitott értékek. A folytonos modell
eredményét folytonos vonallal jel6ltik, a diszkrét modellét pedig pontozottal. A 4.1.2.9. abra
mutatja a két modellben a tonkremenési idok varhato értékeinek kilonbségét.
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4.1.2.9. abra A folytonos és diszkrét modellben a
4.1.2.8. 4bra Az ténkremenési idék varhato ertéke a tonkremenési idék varhatd értékének eltérése
folytonos és diszkrét modellek esetében

A 4.1209. &brarol leolvashatd, hogy a két modell eredményei nagyon kozel vannak
egymashoz. A kezd6téke mennyiségét novelve az eltérés egészen az n = 8 kezd6tdke
eléréséig novekszik, majd onnantol — a szimulécid hibaitdl eltekintve - megkozelitéleg 0.33
koral allandosul. Ez a kulénbség az u = 60 értékig lényegében folyamatosan fennall, és nem
romlik.

Osszegezve az elvégzett Gsszehasonlitasokat elmondhatjuk, hogy a két megoldas a
szimulacios hibak ellenére is nagyon kis eltéréssel rendelkezik, amennyiben a § = 0. Mivel a
legnagyobb eltérés értéke 0.02 — ami a szimulacid hibajabol is adddhat - a diszkrét modelit
tekinthetjuk a folytonos modell egy jo kozelitésének. A & érték novelésével a két modell
eltérese is novekszik. A 0 < § < 0.5 intervallumban az eltérés mértéke egészen 0.1-ig
novekszik, majd a 0.5 < § <1 intervallumban ez az eltérés majdnem 0.17-ig nd, igy ez
utobbi az esetekben a diszkrét modell mar nem alkalmas a folytonos modell kdzelitésére. A
tonkremenés varhato idéivel kapcsolatban csak egy dsszehasonlitast végeztiink, de az ebbdl
kapott eredményekbdl jol latszik, hogy a két modell a tonkremenés varhato idejét tekintve
kdzel van egymashoz és a diszkrét modell eredményeit tekinthetjik a folytonos modell
eredményei egy jo kozelitéseként.
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4.1.3 A folytonos és diszkrét modell eredményeinek 6sszehasonlitasa a karok
kozott eltelt idok normalis illetve binomialis eloszldsa illetve a karok
nagysagainak szinten normalis és binomialis eloszlasa vagy egysegnyi nagysaga
alapjan

Az aldbbiakban 6sszehasonlitjuk a diszkrét és folytonos modell esetei kozil azokat az
eseteket, amikor a karok kozt eltelt idok és a karok nagysadganak eloszldsa folytonos esetben
egyarant normalis, diszkrét esetben pedig ennek megfelelé (binomialis). Megvizsgaljuk azt a
specidlis esetet is, amikor a karok allandd, egységnyi nagysaguak. Az ésszehasonlitasok soran
el6szor csak a cs6d bekovetkezésének valdszintiségét vizsgaljuk, majd ratériink a diszkontalt
blintet6figgvény varhato értékere, és végul a cséd bekdvetkezeésének varhatd idéit hasonlitjuk
egymashoz. Az 0sszehasonlitdsokat tobbféle paraméter alapjan is elvégezzik. Az
0sszehasonlitdshoz felhasznélt értékeket szimulédcidk segitségével szamitjuk ki, mivel ebben
az esetben nem all rendelkezésre sem analitikus, sem numerikus megoldas.

Az elsé Osszehasonlitds sordn a cséd bekdvetkezésének valdsziniiségét szamitottuk ki a
diszkrét modellben a karok nagysdganak eloszlasara felhasznalt eloszlas paramétereinek
valtoztatasaval. A folytonos eset paramétereit az m=n-p és ¢ = /n-p - (1 —p) mbddon
hataroztuk meg.

Els6é Osszehasonlitisunk alkalmaval a paraméterck a kovetkezOképpen alakultak: a karok
nagysagat meghatarozo eloszlas paraméterei n, = 40 és p,, = 0.5 voltak, a karok kozott eltelt
id6k paraméterei az n; € [40,70] és p; € [0,1] intervallumokbél kerultek ki h, =1 és
hy; = 0.05 1épéskozdkkel. Az idOegységenkénti bevétel értéke ¢ =1, a kezdStéke pedig
u = 5 voltak. Paraméter egyittesenként N= 100.000 szimulaciot végeztink a Ty 4x = 1.000
1d6pontig.

A kapott eredményeket &brakkal szemléltetjik, kilon-kilon, majd egy harmadik és negyedik
abra segitségével illusztraljuk a két megoldas kiilonbségét is. Az 4.1.3.1. bra a folytonos, a
4.1.3.2 abra a diszkrét modell eredményeit szemlélteti.

Marmalis - Normalis n=40, p =05 Binomidlis - Binomialis n =40, p =08
u=5, =1 u=5, =1
e | N=100.000 . | N=100.000
Tna=h000 a T,=h00
1~ ; ; 14 ; ; -
084" 5 P ag

4.1.3.1 &bra Az 1-R(5) ténkremenési valdsziniiség 4.1.3.2 &bra Az u(5) tonkremenési val6sziniiség
értékei értékei
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A megoldasok kilénbségét a kordbbiakhoz hasonl6 modon abrakkal szemléltetjik. Az
eddigiekhez hasonlé modon: fekete szinnel jeloljuk azokat a tartomanyokat, ahol a
megoldasok kilonbsége kevesebb, mint 0.001. Sotétszirkével abrazoltuk azokat a részeket,
ahol a megoldasok kulonbsége [0.001,0.01[-béli, és vilagossziirkék a [0.01,0.026[-béli
eltéréssel rendelkezd tartomanyok.

Kilanbseg

Kildnbséy

4.1.3.3. 4bra Az 1-R(5) és az u(5) szimulacidinak nagysagrendi  4.1.3.4. 4bra Az 1-R(5) és az u(5) szimul&ciodinak tényleges

eltérése eltérése

A 4.1.3.34.1.3.3. &bra és a 4.1.3.4. abra alapjan leolvashatd, hogy a két megoldas eltérése
akkor a legkisebb, amikor a megoldasok értéke 1-hez kozelit. A legnagyobb eltérések a
p=04 és ehhez az értékhez kozeli értékek esetében tapasztalhatdak, és az
n € [43,44],[46,50],[52,55], [60,65] intervallumokban a legnagyobbak.

Masodik 6sszehasonlitdsunkat a ké&rok nagysdgdnak paraméterei alapjan végeztik el,
meéghozza az alabbi paraméterekkel: a karok kozott eltelt idok paraméterei — diszkrét esetben
-n; = 40 és p; = 0.5 voltak, melyeket a korabban megadott mddon alakitottunk a folytonos
esetnek megfelel6ekre. A karok nagysagat meghatarozo eloszlas paraméterei az n, € [40,70]
es pi €[0,1] intervallumokbol kerlltek ki h, =1 és h, = 0.05 Iépéskozzel. Az
idéegységenkénti bevétel értékét ¢ = 1-re, a kezd6tékét pedig u = 5-re valasztottuk.
Paraméter egylttesenként N = 10.000 szimulaciot végeztiink a Ty 4x = 1.000 id6pontig.

Az aldbbi abrakon lathatéak a szimulaciok eredményei. Az 4.1.3.5 abran a folytonos, az
4.1.3.6 abran pedig a diszkrét modell szimulacidjanak eredményei lathatoak.
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4.1.3.5. dbra Az 1-R(5) ténkremenési valdsziniiség

4.1.3.6. 4bra Az u(5) tdnkremenési val6szintiség
értékei

értékei

A két megoldas kulonbségét szemlélteti a 4.1.3.7. és a 4.1.3.8. &bra. A 4.1.3.7. &bran az
eddigiekhez hasonld6 mddon: fekete szinnel jel6ljik azokat a tartomanyokat, ahol a
megoldasok kulonbsége kevesebb, mint 0.001. Sotetszurkével abrdzoltuk azokat a részeket,
ahol a megoldasok kulonbsége [0.001,0.01[-béli, és vilagossziirkék a [0.01,0.035[-béli

eltéréssel rendelkezd tartomanyok.

Kildnbségy Kildnbség

a5
n

4.1.3.7 Az 1-R(5) és az u(5) eredményeinek értékeinek
nagysagrendi eltérése

4.1.3.8 Az 1-R(5) és az u(5) értékeinek tényleges eltérése
A 4.137. adbran a két megoldas eltérését csupan nagysagrendileg jel6ltiik, hogy

elkiilonithetdek legyenek a kiillonbozd tartomanyok az eltérésiik nagysdga alapjan. A
kovetkezd abra illusztralja a megoldasok tényleges eltérését.

A4.1.3.7. és 4.1.3.8. abra alapjan elmondhato, hogy a megoldasok eltérése akkor a legkisebb,
amikor a megoldasok értéke 1-hez, vagy 0-hoz kozelit. Az eltérés akkor a legnagyobb, amikor
ap = 0.4ésn € [42,45],[46,49],[54,57],[60,65],[68,69].
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Harmadik 6sszehasonlitasunkat allandd, egységnyi nagysagu karok esetén végeztik, a karok
kozott eltelt idok paraméterei alapjan (a diszkrét modellben), a folytonos modell paramétereit
pedig a korabbiakban ismertetett modon alakitottuk at ezeknek megfeleléen.

Paramétereink az alabbi mddon alakultak: a k&rok kozt eltelt idék paraméterei n; € [40,70] €és
p; € [0,1] voltak, h,, =1 és h, = 0.05 parameéterekkel. A karok nagysaga allando volt,
nagysaga egységnyi. Az idoegységenkénti bevétel értékét ¢ = 1-re, a kezdotokét pedig u =
5-re valasztottuk. Pontonként N = 100.000 szimulaciot veégeztink a Ty,x = 1.000
id6pontig.

Az 0sszehasonlitdsok eredményeit kilon-kulon szemleéltetjuk, majd Ujabb abrakkal
illusztraljuk azok kiilonbségét. Az els6 abran a folytonos, a masodikon a diszkrét eset
eredményei lathatéak.
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4.1.3.9. 4bra Az 1-R(5) tbnkremenési val6sziniiség 4.1.3.10. 4bra Az u(5) tonkremenési valosziniiség
értékei értékei

A két szimulacio kulonbségét lathatjuk a kovetkezd abran, a megszokott jelolésekkel. Az
eddigiekhez hasonld6 mddon: fekete szinnel jel6ljik azokat a tartomanyokat, ahol a
megoldasok kulonbsége kevesebb, mint 0.001. Sotétszurkével abrdzoltuk azokat a részeket,
ahol a megoldasok kuldnbsége [0.001,0.01[-béli, és vilagossziirkék a [0.01,0.034[-béli
eltéréssel rendelkez6 tartoméanyok.

40



Kiltnbséy

Kilénbség

4.1.3.11. dbra 1-R(5) és u(5) értékeinek nagysagrendi 4.1.3.12 4bra 1-R(5) és u(5) értakeinek tényleges eltérése
eltérése

A 4.13.11. és a 4.1.3.12. 4bra alapjan lathatjuk, hogy a két megoldas eltérése akkor a
legkisebb, ha a megoldéas értéke a 0-hoz vagy az 1-hez kozelit. Megjegyezzik, hogy a
legnagyobb eltérés mértéke 0.035, amely valdsziniileg jorészt a szimulacio hibajabol fakad, a
szimulacidval kozelitett értékek eltérése valdjaban sokkal kisebb.

Negyedik 6sszehasonlitdsunkat az altalanos esetre felirt megoldassal, a § értékek alapjan
vegeztik el. Mind a karok kozt eltelt idok, mind a k&rdsszegek nagysagai normalis illetve
binomialis eloszlastak voltak.

A kiszamitott eredményeket az alabbi paraméterek felhasznalasaval kaptuk: a § értékét a [0,1]
intervallumban vizsgéltuk hs = 0.01 1épéskozzel. A karok kozott eltelt idok eloszlasénak
paraméterei n; = 40 és p; = 0.4 voltak. A karok nagysagat meghatarozé eloszlas paramétereit
n, = 40-re és p, = 0.7-re valasztottuk. A normalis eloszlas paramétereit ezekbdl az
értekekbdl hatdroztuk meg. Az iddegységenkénti bevétel érteke ¢ = 1, a kezddétdke pedig
u =75 voltak. Pontonként N = 1.000.000 szimulaciét végeztink a Tyax = 1.000
iddpillanatig.

Az 4.1.3.13. 4brén lathaté a szimulaciok eredménye. Folytonos vonallal jeldltiik a folytonos
modell eredményeit, és pontozott vonallal pedig a diszkrét modellét. A két megoldas
kilonbségeét az 4.1.3.14. abra szemlélteti.
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4.1.3.14. dbra A ¢(5,0) és a ¢(5,z) fliggvények eltérése
4.1.3.13. &bra A ¢(5,9) és a ¢(5,z) fuggvények
szimulaciéval kapott értékei

A 4.1.3.14. abra alapjan elmondhat6, hogy a két megoldas eltérése a § = 0.15 pontban a
legnagyobb. A § < 0.03 ésa § = 0.5 pontokban pedig kevesebb, mint 0.002.

Otodik 6sszehasonlitasunk soran egységnyi karok esetében vizsgaljuk a folyamatot, normalis
illetve binomidlis eloszlasu karigények kozt eltelt idot feltételezve. Az Gsszehasonlitast ebben
az esetben is a § ertékek alapjan végeztuk el.

Az 6sszehasonlitott eredményeket mindkét esetben szimulacidk segitségével hataroztuk meg,
a kovetkez6 paraméterek felhasznaldsaval: a & értékeket a [0,1] intervallumon vizsgaltuk,
hs = 0.01 lépéskozzel. A binomidlis eloszlas paraméterei n; = 40 és p; = 0.5 voltak, a
dijbevétel értéke ¢ =1, a kezddtéke pedig u =5 voltak. Pontonként N = 1.000.000
szimul&ciot végeztink, a Ty, 4x = 1.000 pontig.

A szimuldcidk eredményét a kovetkezd éabra szemlélteti. Folytonos vonallal jeloltik a
normalis, pontvonallal pedig a binomialis id6k6zokkel megvaldsitott folyamatot. A két
megoldas kulonbségét szemlelteti a 4.1.3.16. dbra.
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4.1.3.15. bra A ¢(5,9) és a ¢(5,z) fiiggvények szimulacioval 4.1.3.16. bra A ¢(5,0) és a @(5,z) flggvény értékeinek
kapott értékei eltérése

A 4.1.3.16. abra alapjan elmondhatjuk, hogy a két megoldas eredményeinek eltérése a
& ~ 0.18 pontban a legnagyobb. A két megoldas eltérése a [0,0.8] U [0.2,1] intervallumban
kisebb, mint 0.01. A [0,0.01] U [0.4,1] intervallumban pedig kevesebb, mint 0.002.

Hatodik 6sszehasonlitasunk a ténkremenés varhaté ideje alapjan tortént, normalis illetve
binomialis eloszlast feltételezve a karigények kozt eltelt idére valamint a karigények
nagysagara. A paraméter, amely alapjan az 0Osszehasonlitast elvégeztik a folyamat
kezdotokéje volt. A folytonos és a diszkrét modell esetében egyarant szimulaciok segitségével
hataroztuk meg az 6sszehasonlitott értékeket.

Az 6sszehasonlitott értékeket az alabbi paraméterek felhasznalasaval kaptuk. A karok kozt
eltelt id6k paraméterei — diszkrét esetben - n; = 40 és p; = 0.4 voltak, melyet az m; = n; - p;

és o; = /m;(1 —p;) moédon alakitottunk at a folytonos esetben felhasznalt normalis
eloszlasnak megfelel alakba. A karok nagysaganak paraméterei — a diszkrét modell esetében
- n, = 40 és p;, = 0.7 voltak, melyeket az karok kozt eltelt idok paramétereinél felhasznalt
modon alakitottunk at. A dijbevétel értékét ¢ = 1-re valasztottuk. A kezd6téke értéke az
u € [0,60] intervallumbol kerilt ki h = 1 1épéskozzel. Minden egyes kezd6téke esetében
N = 1.000.000 szimulaciot végeztink a T = 1.000 iddpillanatig.

A 4.1.3.17. abran lathatoak a két modell esetében kapott értékek. A folytonos modell
eredmeényét folytonos vonallal jel6ltik, a diszkrét modellét pedig pontozottal. A 4.1.3.18. abra
mutatja a két modell esetében a tonkremenési id6 varhato értékeinek kiilonbségét.
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4.1.3.17. bra A tonkremenési idék varhatd értéke a 4.1.3.18. &bra A folytonos és diszkrét modell
folytonos és diszkrét modell esetében tonkremenési idék varhatd értékének eltérése a

folytonos és a diszkrét modell esetén

A 4.1.3.18. abrardl leolvashatd, hogy a két modell eredményei nagyon kozel vannak
egymashoz. A kezddétdke mennyiségét novelve az eltérés egészen az n = 12 kezddtdke
eléréséig ndvekszik, majd onnantol némi csokkenés utan — a szimulacid hibaitol eltekintve -
megkozelitéleg 0.7 korul &llandosul. Ez a kulonbség az n = 60 értékig folyamatosan fennall,
és nem romlik.

Az elvégzett 6sszehasonlitdsokat 6sszegezve elmondhatjuk, hogy a két modell nagyon jol
kozeliti egymast. Els6 két 6sszehasonlitasunkbdl jol latszik, hogy a két modell eltérésének
legnagyobb értéke 0.03, ami fliggetlen a ké&rok kozt eltelt idok és a karok nagysaganak
eloszlasatdl. A korabbiakkal ellentétben az egységnyi karokkal végzett dsszehasonlitas soran
is jol kozelithet6 volt a folytonos modell a diszkréttel, mivel az eltérés legnagyobb értéke itt
sem volt nagyobb, mint 0.03.

Az 0Osszehasonlitdsokat a § paraméter alapjan elvégezve elmondhatjuk, hogy a két modell
kozti eltérés ebben az esetben sem nétt, s6t a korabbiakhoz képest csokkent. Ebbdl arra
kovetkeztethetlink, hogy a korabbiakban tapasztalt maximum 0.03 eltérés valdsziniileg a
szimulacio hibajabdl adodott, mivel nagyobb N értéket felhasznalva és az 6sszehasonlitast a &
paraméter alapjan végezve a két modell kiillénbsége 0.016 ala csokkent.

Egységnyi nagysagu karok esetén szintén hasonlé javulast tapasztalhattunk. Ebben az esetben
az eltérés értéke 0.014 ala csokkent.

A tonkremenési id6 varhato ertékével kapcsolatban csak egy dsszehasonlitast végeztiink, de
az ebbdl kapott eredményekbdl jol latszik, hogy a két modell a tonkremenés varhato idejét
tekintve nagyon kdzel van egyméashoz és a diszkrét modell eredményeit tekinthetjuk a
folytonos modell eredményeinek j6é kozelitéseként.

Ezekbdl az eltérésekbdl lathato, hogy a diszkrét modell ebben az esetben nagyon jol kozeliti a
folytonost és elegendéen nagy N esetén helyettesitésére is felhasznalhato.
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4.2 Osszehasonlitas kvalitativ médon

A szakirodalom alapjan néhany esetben elmondhatd, hogy a folytonos modellre felirt
egyenlethez nagyon hasonl6 egyenletet taldlunk a diszkrét modellre esetében. Ennek oka,
hogy ezek az egyenletek ugyanarra az analogiara késziltek, ugyanazt irtak le benntk, csak az
egyikben folytonos eloszlasokhoz sziikséges matematikai eszkdzokkel, a masikban pedig
diszkrét eloszlasokhoz sziikségesekkel. Ezek koziil az egymashoz nagyon hasonl6 egyenletek
kozul kiemellink péarat, hogy megmutassuk ezen analdgiékat, valamint megindokoljuk az
el6z6 fejezetben ~megmutatott hasonlosagokat, amiket még egy-egy megoldas
0sszehasonlitasaval is megerositink.

4.2.1 Az R(n) és az u(n) 6sszehasonlitasa egyenleteik segitségével

A korabbi fejezetekben megmutattuk, hogy a diszkreét és folytonos esetben kiszamitott értékek
mennyire kozel esnek egyméshoz. Ebben a részben az 0Osszehasonlitast az egyenletek
megfeleltetésével fogjuk elvégezni ugy, hogy megprébaljuk a két egyenletet részenként
megfeleltetni egymasnak. Els6éként az 1 — R(u) és u(n)-re felirt egyenleteket hasonlitjuk
0ssze, majd attérink a ¢ (u, §)—ra és a @ (n, z)-re felirt egyenletek 6sszevetésére.

Az els6 6sszehasonlitasban vizsgalt egyenletek tehat a (3.1.2)-b6l szarmaztatott

oo u+t © o

1-R@ = [ [ a=Rau+ -y r@g0dyac+ | [ gy
0 0 0 u+t
egyenlet és a (3.2.1)-beli
o Nn+tj 1) )
um =Y > ut+j-DFDg@+ ) > Fg®
j=0i=1 Jj=0i=n+j+1

egyenlet lesznek.

A ket egyenletrél konnyen lathatjuk, hogy formailag nagyban hasonlitanak egymasra, minden
tagjuk rendelkezik megfelelével a masik tagjai kozott. Haladjunk sorban a folytonos eset
tagjain, és vizsgaljuk meg, hogy minek felelnek meg ezek a diszkrét esetben.

Els6ként lathatjuk, hogy a folytonos esetben szerepld kett6s integralok a diszkrét esetben
megfeleltethetéek egy-egy kettds szummanak. Az elsé kettds integral kiilsé integraljat t
szerint szamitjuk a [0, o] intervallumon. Ennek a t értéknek a diszkrét esetben a j felel meg,
amit a természetes szamok halmazan szummazunk. A kiils6 integral a bal oldali téglalap
szabdly felhasznaldséval szummava alakithatd. A bels6 integrélt nullatol u + t-ig szamitjuk,
ebben az esetben az u (a kezd6toke) a diszkrét modell n-jének felel meg, a t pedig a diszkreét
eset j ertekének. A jobboldali téglalapszabaly szerint a belsd integralt szummava alakitjuk.
Az integralandé (diszkrét esetben a szummazando) értékeket dsszehasonlitva ugyancsak azt
lathatjuk, hogy a két eset szinte ugyanaz. A korabbiakban ismertetett helyettesitésekkel (n=u,
J=t, i=y) lathatjuk, hogy az integralban és a szummaban levd Kifejezések megegyeznek. Az
f(t) fuggveény a folytonos modell esetén a karok kozt eltelt idok siiriségfiiggvényét jeloli, a
g () pedig a k&rok nagysaganak siiriiségfiiggvényét. A diszkrét esetben az f(j) adja meg
annak a valoszintiiségét, hogy a karok kozt eltelt id6 értéke éppen j, g(i) pedig annak a
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valGszintisegét, hogy a kar nagysaga éppen i. Ezekrél szintén elmondhato, hogy egymasnak
megfeleltethetok.

A masodik kettds integralnal is hasonlé a helyzet. A kiilsé integralt egyértelmiien
megfeleltethetjiuk az kiils6 szummanak (bal oldali téglalap szabaly), a bels6t pedig a masodik
szummanak (jobb oldali téglalap szabaly).

Kovetkezé Gsszehasonlitasunkat a diszkontalt blntetéfliggvenyre felirt egyenletekkel fogjuk
elvégezni. Az el6z6ekben Gsszehasonlitott egyenletekhez képest egy valtozdval tobb szerepel
az egyenletekben. Ez a paraméter folytonos modell esetén a &, diszkrét modell esetén pedig a
z =1+ 6. Az 6sszehasonlitott egyenletek a folytonos modell esetében a

oo u+t
b, 6) = f j et p(u+t - y,8)F () g(y)dyde + j f e F(D)g () dyde
u+t
egyenlet, a diszkrét modell esetében pedig a
o n+j
o= ) Z p(n+j -, (Ngz7 + Z Z f(gz
Jj=0i= Jj=0i=n+j+1

egyenlet.

A koréabbiakhoz hasonl6an lathatjuk, hogy a folytonos eset integraljai a diszkrét esetben
szummakeént jelennek meg. Az u értéknek a diszkrét esetben az n felel meg, a t-nek pedig j.
Az integralokban szereplé e~%t tényezének diszkrét esetben z=/a megfelelsje. A diszkrét
modellben a z érték felel meg a folytonos eset § értékének. Az y értéknek, amely a kéarok
nagysagat adja meg, a diszkrét modell esetében az i felel meg. Ezen analdgia alapjan az el6z6
esethez hasonléan minden tagnak van megfeleldje a masik oldalon.

Végul hasonlitsunk 6ssze ismét két olyan egyenletet, amely a tonkremenés bekdvetkezésének
val6szintiségére vonatkozik. Ezek az egyenletek a korabbiakban ismertetett 3.1.11. és 3.2.4.
egyenletekbdl szarmaznak. Az idéegységenkénti bevétel értéke mindkét egyenlet esetén ¢ =
1, és a varhato értékek egyenldsége miatt legyen A = 1ff
A 3.2.4. egyenlet a z =1 esethen a ¢(n,1) = u(n) egyenléség miatt némi atalakitassal
felirhat6 az alabbi alakban:

1— —
un) —un-1) = fu(n—l)——f<z u(n—l—t)g(l)+2g(1)>

f f\&
A 3.1.11. egyenlet a § = 0 esetben az alabbi formara hozhato:
¢ (u, 0) r
o = 06w, 0) - A ¢ y,090)dy + [ gIay)

0 u
Vegyuk sorra a két egyenlet tagjait és vizsgaljuk meg, hogy a korabbi egyenletekhez
hasonldan ezek is megfeleltethetéek-e egymasnak!
Az u = n — 1 helyettesitéssel a két egyenlet bal oldala megfeleltetheté egymasnak, mivel az
implicit differencia séma alapjan
dp(n—1,0)

T ~$(.0) — $(n - 1,0)
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Az 1/:—fu(n — 1) és A¢(u, 0) tagokrol szintén latszik, hogy megfelelnek egymasnak.

A folytonos modell egyenletének megmaradt tagjait a jobb oldali téglalap szabaly
alkalmazasaval a diszkrét modell megmaradt tagjaiva alakithatjuk, az alabbi médon

| 6@-1-1.000) ~ Y utn-1-0g0)
0

i=1
oo

[ 9ay ~ igm.

n—1
Ezzel a ket egyenletet tehat szintén megfeleltethettiik egymasnak.
Osszefoglalva elmondhatjuk tehat, hogy a folytonos és a diszkrét modellre felirt egyenletek
tulajdonképpen (a vizsgalt esetekben) megegyeznek és bizonyos mddszerekkel
megfeleltethetéek egymasnak. Ez indokolja tehat az eldzd fejezetben tapasztalt
hasonlosagokat. Ez mindenképpen fontos, mert mint lathattuk a folytonos modell
egyenleteinek integraljai megfeleltethetéek a diszkrét modell egyenleteinek szummainak,
amelyek kiszdmitasa kdnnyebb feladat, mint a folytonos modell integraljainak meghatarozasa.

47



4.2.2 Az 1-R(n) és az u(n) 6sszehasonlitésa sorfejtéssel

Ebben az alfejezetben azt mutatjuk meg, hogy nem csak az egyenletek kdzott van analdgia,
hanem az egyenletek megoldasai is egymasba alakithatoak megfelelé modon. Ez az
egyenletek kozott fennallé analdgidknak kdszonhet6. Erre a kordbbiakban megadott analitikus
megoldasok kozul a (3.1.6) képlet szerinti folytonos megoldas és a (3.2.7) képletbdl z = 1
helyettesitésbél szarmaz6 u(n) = @(n,1) megoldas diszkrét megoldas segitségével adunk
meggyo6z6 bizonyitékot.

Az 0Osszehasonlitas soran a c értéekét 1-re vélasztottuk. Az 0Osszehasonlitott eredmények
szadmitasakor a karok kozt eltelt idok a folytonos modell esetében exponencialis eloszlasuak, a
diszkrét modell esetében geometriai eloszlasuak voltak, a karok nagysdga pedig mindkét
esetben egységnyi. Ezért a folytonos esetben a (3.1.6) képlet, mig a diszkrét modellben az

adott paraméterek mellett ennek megfelel6 u(n) = (1;—f)”+1 megoldés segitségével mutatjuk
be az analogiat, felhasznalva azt, hogy a karok kozt eltelt idék varhatd értékének egyenlosége
folytan 2 = =7,

Az Osszehasonlitas sordn a folytonos eset képletében szereplé exponencialis fiiggvényeket
Taylor polinomjaikkal helyettesitjik.

Kezdjik az 1-R(1) és az u(l) 0Osszehasonlitdsaval. Az n=1 érték R(n)-be valo
helyettesitésével kapjuk, hogy:

R(1) = (1—2)e?
amely az e sorfejtésének els6 két tagjaval vald helyettesitésével az alabbi alakba irhato:
RD~A-2DA+21)=1-2%
Az n = 1 esetben az u(n) képletébe behelyettesitve kapjuk, hogy
1—
f
Az 1}:—f-r61 elmondottak szerint kapjuk, hogy u(1) = A2.

ul) = (—)*

Ezek alapjan tehat azt mondhatjuk, hogy 1 — R(1) = u(1).
Tovabblépve az R(2) és u(2) dsszehasonlitasdhoz: az n = 2 esetben kapjuk, hogy:
R(2) = (1 —2)(e** —e*2),

amely az e sorfejtésének elsé két tagjaval és az e?* sorfejtésének elsé harom tagjaval valo
helyettesitésével az alabbi alakba irhato:

R(2)=1+422+222 -1 +MDA—-21422+222)+ (1 +DA2=1- 23
Az n = 2 esetben az u(n) képletbe vald behelyettesitéssel kapjuk, hogy
1—
f
Al= 1f;f helyettesités utan lathatd, hogy u(2) = 23.

u2) = (—)°
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Ezek alapjan tehat azt mondhatjuk, hogy 1 — R(2) = u(2).
Az n = 3 esetben azt kapjuk, hogy:

R@)=(1— 1) (€% — 2e?42 +3e*2%)

1 1
= (eM3 -22(eM? + Ee"‘/lz — A(eM3 + 21(eH)? - 58’1/13

amely az e? sorfejtésének els6 két tagjaval, az e?* sorfejtésének els harom tagjaval és az e34

sorfejtésének elsé négy tagjaval valo helyettesitése utan az alabbi alakba irhato:
R(3) = 1434222 +-43 = 2A(1 + 24+ 2A) +- (1 + VA2 =1 - 2%
Az n = 3 esetben az u(n) egyenletbe vald behelyettesitéssel kapjuk, hogy

1—
f
Al= 1f;f helyettesités utan lathato, hogy 1 — R(3) = u(3).

u@3) = (—)"*

Az (3.1.6) képlet alapjan tehat

n

Am+1-0)(j _ o — 1))
R(n+1)=(1—/1)ze t-n-1)
i=0

i!

Ha az elébbickben alkalmazottaknak megfelelden az e**,1 < k < n + 1 figgvényt k-adfok
Taylor polinomjaval helyettesitjik, azt kapjuk, hogy

n n+l-i

S /s i
R(n+1)z(1—l)z Z (A(n-l-l_l)i)!]fl_n_l)l _ g
i=0 =0

Az utobbi egyenl6tlenség igazolasahoz be kell bizonyitani, hogy a jobb oldalon 1évé
kifejezésben A% egyitthatja 1, ha k = 0, és —1 ha k = n + 1 és az Gsszes tobbi esetben 0.
Ez Dr. Koltay Laszl6 modszere szerint haladva teljes indukcidval megmutathat6. Ennek
leirdsatdl azonban helytakarékossagi okokbol eltekintiink.

Tehat &ltalanosan barmely pozitiv egész sz&m esetén elmondhat6, hogy jo kozelitéssel
1 —R(n) = u(n)-nel.

Egy érdekessége még a fenti analdgianak, hogy a (3.1.5) keésleltetett differencial egyenlet
R(u) megoldésa olyan, hogy szakaszonként javul differencialhatésag szempontjabol, azaz
nulldban még csak jobbrdl folytonos, egyben mar jobbrol folytonosan differencialhatd,
kettében mar kétszer is folytonosan differencidlhatd és igy tovabb, aminek nyilvanvaldan
kdze van a megoldés atalakitasakor hasznalt Taylor-polinomok fokszaméahoz.
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5. Folytonos eloszlasok diszkretizalasa

A korabbi fejezetekben elvégeztink néhany Osszehasonlitast kiilonboz6 eloszlasokat
felhasznalva, melyekbdl lattuk, hogy a folytonos és diszkrét modellek eredmeényei a legtébb
esetben elég kis mértékben térnek el egymastol. Az Gsszehasonlitasok mindegyikénel jol
ismert eloszlas-parokat hasznaltunk fel. Azonban felmeriilhet a kérdés, hogy mi a teendd,
amikor nem ismert egy adott folytonos eloszlashoz tartozé diszkrét eloszlas. Erre a felmeriild
kérdésre mintegy vélaszként az alabbiakban megadunk egy mddszert, amellyel
diszkretizalhatéak az ilyen folytonos eloszlasok, azaz megkonstrudlhatdé az F(x)
eloszlasfuggvénnyel megadott folytonos eloszlashoz az f;(m) valdszintiségekkel
meghatarozott diszkrét eloszlas-par.

Miel6tt ratérnénk a modszer leirasara, roviden ismertetjik, hogy mire fontos figyelnink,
amikor egy folytonos és egy diszkrét eloszlast hasonlitunk dssze. Az els6 és legfontosabb
szempont, hogy a vizsgélt eloszlasok varhatd értéke egyezzen meg. Ez mindenképpen
sziikséges, hiszen a nettd haszon feltétel teljesiilése vagy nem teljesiilése alapvetden
befolyasolja a tonkremenési valdsziniiségek értékét és a nettd haszon feltétel teljestilése éppen
a varhato értékektol fligg. Amennyiben lehet, a megfeleltetett eloszlasok masodik és esetleges
tovabbi momentumai is egyezzenek meg.

Ha nincs a vizsgalt folytonos eloszlashoz ismert diszkrét eloszlas-par, gy megadhatunk egyet
az alabbi modszer alapjan.

A folytonos eloszlas diszkretizalasakor a masik fontos szempont, hogy az eredeti és a
diszkretizalt eloszlas ,,alakjat” tekintve hasonld legyen. Ezt leginkabb gy tudjuk megfogni,
hogy a folytonos eloszlas siiriiségfiiggvénye hasonlitson alakjat tekintve a diszkrét eloszlas
stiriségdiagramjdhoz. Ez azért fontos, mert kiilonbozé a viselkedése olyan valdszinliségi
valtozoknak, melyek mas-mas értékeket vesznek fel ,,szivesen”.

A varhaté értékre vonatkozo feltétel felirhat6é az aldbbi alakba

f 1-F(o)dx = E(Efolytonos) = E(€aiszkrer) = Z z fa()-
0 m=1j=m
Ezt atalakitva megkapjuk, hogy a

m+1 m

PGassiree =m) = fam) = Y fa) = Y. fa)= [ Feax— [ Fwdx 1)
j=m '

Jj=m+1 m m-1
(m = 0) diszkrét eloszlast rendelhetjiik az F (x) folytonos eloszlashoz.

Sziikséges tovabba, hogy az igy kapott f,;(m) sorozat valosziniiség-eloszlast adjon meg, azaz
teljesiiljon, hogy f;(m) = 0 és

ifd(j) = %iifgoifd(i) =1
j=0 j=0

Ez utdbbi azonban az integralk6zéperték-tétel miatt teljesil. Az f,; (m) nemnegativitasat pedig
az F(x) fliggvény monotonitasa biztositja.
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A modszer miikddését bemutatjuk egy példan keresztiil. Legyen a diszkretizaland6 folytonos
eloszlas a tangenshiperbolicus eloszlascsalad egy tagja, legyen

0,hat <55
= t
F(t) {th (g _ 1.1),ha t>55

Példaként azért valasztjuk a tangenshiperbolicus eloszlascsalddot, mert rendkivil rugalmas és
segitségével jol kozelithetd nagyon sok folytonos eloszlas (Blickle, Lakatos, Mihéalykd, &
Ulbert, 1998).

Az 5.1 képlet alapjan felirhaté az F(t)-hez tartoz6 f;(m) diszkrét eloszlas. A két eloszlas
varhatd értéke a megadott modszer felhasznalasa miatt megegyezik. Alakjuk hasonldsagat
pedig az alabbi két abra segitsegével mutatjuk meg.

A folytonos eloszlashoz tartozo strtiségfiiggvényt és a diszkrét eloszlashoz tartozd stirliség-
diagramot abrazolja az 5.1 abra. Folytonos vonallal jel6ltiik a folytonos, csillaggal a diszkrét
eloszlast a [5,25] intervallumon.

__ Faolytonos, + + Diszkrét Kilénbséy
0.2 T T T 0.016 T
+
[ERERS A 0014+ + + J
016 B
0m2r + B
014 4
opoyE + 1
012 B +
01 1 oooef E
+
003 T 0.006 1
+
006 1 oot §
+ +
0.04 4
+
0.002 4 1
0oz B o4
i} ! I + o+ 4y
] 1 1 + L3 10 15 20 26
5 10 15 20 25

5.2. abra A th(é —1.1) eloszlés siiriiségfiiggvényének és

2 t z
5.1. &bra A th(- — 1.1) eloszlés siiriiségfiiggvénye és az . L, , . ., -
(5 ) gliggveny diszkretizalt eloszlas siriliség-diagramjanak eltérése

ismertetett modszerrel megadott diszkrét eloszlas
siiriiség-diagramja

Az 5.2 4bra alapjan lathatd, hogy a folytonos eloszlas stirliségfiiggvénye és a diszkrét eloszlas
nagyon kdzel van egymashoz. Az abrarol leolvashatd, hogy a legnagyobb eltérés mértéke
kevesebb mint 0.016.

Ezek alapjan lathattuk, hogy a diszkretizalasi modszer mikodik. Vizsgaljuk meg, hogy az
ezzel a modszerrel megadott eloszlasokat felhasznald rizikéfolyamatok eredményei milyen
pontossaggal kozelitik az eredeti eloszlasokkal megvalositott rizikéfolyamat eredmeényeit.

Legyen F(t) a karok kozt eltelt idok eloszlasa, G(y) pedig a karok nagysagaié es ezek
legyenek:

0,hat <5.5 0,hay <5
= t A =
F(&) {th(§—1.1),hat >55 ¢ GO th(g— 1),hay =5
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A korabban ismertetett modon meghatarozhato, hogy milyenek lesznek a megfelelé f;(j) és
gaq(i) eloszlasok.

A tonkremenés valosziniiségére vonatkoz6 0sszehasonlitott eredményeket szimulaciok
segitségével szamitottuk ki. Az idéegységenkenti bevétel érteke ¢ = 1 volt. A kezdétoke
értéke az u € [0,100] intervallumbol kerllt ki h =1 1épéskozzel. Minden kiilonb6z6
kezd6toke esetén N = 1.000.000 szimuldciot végeztink a Ty4x = 1.000 idépillanatig. A
szimulaciok eredmenyeit mutatja az 5.3 abra, az eredmények eltérései az 5.4 abran lathatéak.
A folytonos modell eredményeit folytonos, a diszkrét modellét szaggatott vonallal jel6ltik, de
ez a megoldasok kozelsége miatt nem igazan latszik, mivel a két gérbe szinte egybeolvad.

0.9 0.025

0.8

o7l 0.0 -

06r
0oaF B

05l
0.4}
03}
0.2r noos | 1
01t

]

0 10 20 30 40 a0 60 70 ain] a0 100 0 10 20 30 40 50 G0 70 a0 90 100

5.3. &bra Az 1-R(u) és u(n) szimuldcidval kapott értékei 5.4. 4bra Az 1-R(u) és az u(n) szimuléciéval kapott
értékeinek eltérése

Az 5.4. 4brarol leolvashatd, hogy a két megoldés eltérése alapvetden kicsi. A legnagyobb
eltérés abban az esetben mutatkozik, amikor a kezddtdke értéke nulla. Ekkor az eltérés
megkdzelitéleg 0.02, de ez az eltérés a kezdotéke novelésével csokken. Az u = 20 esetben
mar kevesebb, mint 0.005.

Az Osszehasonlitast elvégeztiik a tonkremenési 1d6 varhatd ideje alapjan is, ugyanazokkal a
paraméterekkel. Ennek eredményeit mutatja az 5.5 abra. A két szimulacio eltérése pedig az
5.6 abréan lathato.
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5.5. dbra A folytonos és a diszkrét modell
ténkremenésének varhato idejének szimul&cioi

1] 10 20 an 40 a0 60 70 a0 a0 100

5.6. &bra A folytonos és a diszkrét modell
ténkremenésének varhato idejének szimulacidinak
eltérése

Az 5.6 &brardl leolvashato, hogy a szimulaciok eredményei a kordbbiakhoz hasonl6an ebben
az esetben is jol kozelitik egymést. A legnagyobb eltérés az u = 0 paraméter esetén
tapasztalhatd, majd az u > 15 esetben az eltérés megkozelitéleg kevesebb, mint 0.5.
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Osszefoglalas

A dolgozat témaja az egymasnak megfeleltetett folytonos és diszkrét kockazati modellek
0sszehasonlitasa volt. Ennek sordn arra a kérdésre kerestik a valaszt, hogy a diszkrét modell
tekinthet6-e a folytonos modell approximaciojanak, illetve hogy a modellek paraméterei
mikeént befolyasoljak az approximécio josagat.

Az 6sszehasonlitott modellek ismertetése utan kvantitativ és kvalitativ 0sszehasonlitdsokat
vegeztiink.

A kvantitativ 6sszehasonlitdsok érdekében az egyenletek megoldasara numerikus modszert,
illetve szamitogépes véletlen szimulacios eljarasokat dolgoztunk ki.

Kvantitativ 6sszehasonlitdsaink soran azt tapasztaltuk, hogy altalaban a két egymasnak
megfeleltetett modell eredményei nagyon kicsivel tértek el egymastdl a vizsgalt
paramétertartomanyok nagy részében.

A megoldasok jellegliket tekintve minden esetben megegyeztek. Eltéréseket csak olyan
mértékben tapasztaltunk, hogy még azokban az esetekben is, amikor viszonylag nagyobb volt
a kulonbség, a diszkrét modell akkor is jol hasznalhatd elsé kozelitésként, mintegy ,,durva”
elérejelzésként, mig az esetek nagyobb részében olyan kis eltérés mutatkozott az eredmények
kozott, hogy a folytonos modell nagyon pontos kozelitését adta a diszkrét modellnek, igy
annak helyettesitésére is felhasznalhato.

Példaul ilyen esetek voltak azok az Osszehasonlitasok, amikor a karok kozott eltelt idék
eloszlasa normalis illetve binomidlis volt. Ebben az esetben miden 6sszehasonlitas soran azt
tapasztaltuk, hogy az eltérések mértéke nagyon kicsi. A tonkremenési idékre vonatkozdan
elvégzett Osszehasonlitasok soran azt tapasztaltuk, hogy a két modell eredményei minden
esetben kis mértékben tértek el egymastol, igy elmondhatd, hogy a folytonos modell
tonkremenési ideje varhatd értékének helyettesitésére felhasznalhatjuk a diszkrét modellt.

Kvalitativ 6sszehasonlitasaink soran néhany példaval megindokoltuk, hogy a korabbiakban
0sszehasonlitott modellek eredményei miért vannak olyan kdzel egymashoz, rdmutatva
részint arra, hogy a szamitandd mennyiségekre felirt egyenletek anal6giai egymasnak, részint
pedig arra, hogy a diszkrét modell analitikus megoldasa - bizonyos esetekben — formailag is a
folytonos modell analitikus megoldésa diszkrét verzidjanak tekintheto.

Végul megadtunk egy maddszert folytonos eloszlasok diszkretizalasara, hogy olyan esetekben
is konstrualhatd legyen diszkrét modell a folytonos modellhez, amikor nincs a folytonos
modellben felhasznalt eloszlasoknak diszkrét eloszlas-parjuk.

A modszer segitsegével megadtunk egy példat is, ahol a folytonos modellben szerepl6 ket
folytonos eloszlast diszkretizaltuk, majd 6sszehasonlitottuk ezutan a két modell eredményeit a
tonkremenés valosziniisége és a tonkremenés varhato ideje alapjan.

Ez esetben is azt tapasztaltuk, hogy a diszkrét modell nagyon jél hasznalhaté a folytonos
modell kdzelitésére, helyettesitésére.

Az eddigiekben elvégzett munka tébb iranyba is tovabbfejleszthet. Egy lehetséges
tovabblépés az Osszehasonlitasok sordn felhasznalt eloszlasok korének bdvitése példaul a
lognormalis, az Erlang(n), stb. eloszlasokkal. Masik elképzelhetd fejlesztési irany lehet az,
hogy Ujabb, a folyamatot befolyasold tagot vesziink hozza az alap Sparre Andersen
modellhez, példaul az ado-, vagy osztalékfizetést.
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