EOTVvOS LORAND TUDOMANYEGYETEM
INFORMATIKAI KAR

KOMPUTERALGEBRA TANSZEK

Foksorozatokat ellenorz6 algoritmusok

TDK dolgozat

Készitette:

Lucz Lorand, Sétér Péter

II. évfolyam

Programtervez6 informatikus MSc

Témavezeto:
Dr. Ivanyi Antal Miklos
egyetemi tanar

Budapest, 2011



Tartalomjegyzék
1. Bevezetés

2. Pontos algoritmusok

2.1. Havel-Hakimi algoritmus (HH) . ... .. ...
2.2. Eltol6 Havel-Hakimi algoritmus (HHE) . . . . .
2.3. Erdds-Gallai algoritmus (EG) . . .. ... ...
2.4. Roviditett Erdés-Gallai algoritmus (EGR) . . .
2.5. Ugré Erdds-Gallai algoritmus (EGU) . . . . . .

3. Kozelito algoritmusok

3.1. Gyorsteszt (FT) . . ... ... ... ... ..
3.2. Paritds teszt (PT) . ... ... ... ... ...
3.3. Binomialis teszt (BT) . . ... ... ... ...
3.4. Binomialis teszt ugrassal (BTJ) . . . .. .. ..

4. Leszamlalasi eredmények

5. Elemzések

5.1. Pontos algoritmusok . . . .. .. .. ... ...
5.2. Kozelito algoritmusok . . . .. ... ... ...

6. Javasolt 1j algoritmusok

6.1. Havel-Hakimi-Eltolé algoritmus gyors teszttel (HHEGy) . . . . . ..

6.2. Linedris-Erdds-Gallai-Ugré algoritmus (EGLU)
7. ésszefoglalés

Hivatkozasok

w

© 0 O

10

11
12
13

13

17
17
19

22
22
24

26

27



Lucz Lorand, Sotér Péter - Foksorozatokat ellendrzd algoritmusok

1. Bevezetés

Napjainkban a minket korilolelo vildgban megtalalhaté objektumok és személyek
kapcsolata sokféle médon modellezheté. Ennek egy lehetséges mddja, hogy az
Osszekapcsolddd targyakat és probléméakat grafok segitségével reprezentaljuk, ahogy
azt tette Landau 1953-as [21] cikkében, amelyben az &llatfajok kozti hierarchidt
modellezte, egyszeri iranyitott grafok segitségével. Cikkében linedris id6 alatt
ellendrizhetd sziikséges és elégséges feltételt adott arra, hogy egész szamok sorozata
egy egyszeri iranyitott graf foksorozata legyen.

1955-ben Viaclav Havel [9] vetette fel a kérdést, hogy hogyan lehetne eldénteni
n egész szam monoton csOkkens sorozatardl, hogy az egy m csicsu egyszeri
graf cstucsainak fokszamait tartalmazd sorozat, azaz a grafhoz tartozéd foksorozat-
e. Cikkében a kérdésre valaszként meg is adott egy négyzetes futdsi ideji
algoritmust, amely a megadott foksorozatot nem csak ellenérizte, hanem a
hozzatartozo graf eloallitdsara is képes volt. Tole fiiggetleniil 1962-ben Hakimi
[8] is publikdlta a moddszert, ezért az algoritmusra rendszerint Havel-Hakimi
algoritmusként hivatkoznak a szakirodalomban. Hakimi cikkében a problémat egy
kémiai feladat megoldédsa kapcsan vetette fel és oldotta meg.

1960-ban Erdds és Gallai [5] megadott egy algoritmust, amely anélkiil képes
eldonteni a kérdést, hogy elballitand a foksorozathoz tartozé grafot. Azonban ennek
az algoritmusnak is négyzetes futédsi id6re van sziiksége a kérdés eldontéséhez.

Az eredeti problémédnak tobb méas tudoményteriileten is van megfeleléje, amely
ugyanennek a kérdésnek az eldontését teszi sziikségessé. Példaul Liljeros és
munkatarsai [22] az emberi szokasokat modellezve, Kim és munkatdrsai [18],
valamint Newman és munkatédrsai [25] halézati problémakra vonatkozéan, Ivanyi
és munkatarsai [10, 11, 13, 16] sportbeli alkalmazdsok kapcsan hivatkoztak a
problémara.

Az eredeti algoritmusok ugyan csak egyszerii grafokra alkalmazhatéak, azonban a
késébbiekben kiterjesztették Oket egyszerti iranyitott grafokra [6, 19, 20|, valamint
irdnyitatlan [4, 26] és irdanyitott [10, 11] multigréfokra is.

Erdés és Gallai médszeréhez 2003-ban Tripathy és Vijay [31] megadtak két
javaslatot, amellyel gyorsitani lehet a kérdés eldontését, de még ez a felgyorsitott
modszer is négyzetes futasi idot igényel.

A The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences [27] internetes adatbazisban
talalhatoak adatok arra vonatkozdan, hogy Osszesen hany olyan n-hosszi monoton
csokkend sorozat létezik, amely helyredllithato, azaz megadhaté hozza egy olyan
graf, amelynek foksorozata a megadott sorozat. Ezeknek a sorozatoknak a szamat
a késobbiekben G,-nel jeloljik. Az adatbazis n < 23-ig tartalmazta ezeket az
adatokat. n = 20-t6l n = 23-ig példdul Cohen adta meg ezeket az adatokat 2011.
julius 9-én. A dolgozatban ismertetett eredmények felhasznédlasdval egy minden
sz6bajové sorozatot ellenérzé programot irtunk, és azzal megadtuk a G, értékét
n = 29-ig. Eredményeink megtalalhatéak az OEIS adatbdzis A004251-es sorozatadban
[28], a szamitdsokat végz6 programot pedig a [23] TDK dolgozatban ismertetjiik
részletesen.
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Dolgozatunk egyik célja, hogy olyan kozelité algoritmusokat adjunk meg,
amelyeket felhaszndlva a szakirodalombdl ismert pontos algoritmusok gyorsithatdak.
A gyorsitast ugy értjiik, hogy a kozelitd algoritmusokkal eléteszteljiik a sorozatokat,
igy azokat gyorsabban (kevesebb miivelet elvégzésével) -elutasithatjuk vagy
elfogadhatjuk, mintha az eredeti algoritmust hasznalndnk. A megmaradt sorozatokat
pontos, de ugyanakkor lassabb algoritmusokkal ellendrizziik. Az algoritmusok
ismertetése mellett elemezziik azok futasi idejét, az egy sorozat ellenOrzésére jutd
atlagos miiveletszamok felhasznélasaval.

A dolgozat maésik célja az altalunk kidolgozott linedris futdsidejii pontos
algoritmus, valamint gyorsitott valtozatanak bemutatasa.

A dolgozat felépitése a kovetkezd: a dolgozat 2. részében ismertetjiik Havel
és Hakimi algoritmusat és annak egy gyorsitott valtozatat, valamint Erdds és
Gallai algoritmusat és annak két gyorsitott valtozatat. Ezek utdn a 3. részben
megadunk néhdny kozelité algoritmust és ismertetjik az azok alkalmazasdhoz
sziikséges miveletigényeket. Roviden ismertetiink a kiilénb6z6 sorozatok szamanak
kiszamitasara vonatkozd eredményeket a 4. részben. Az ismertetett algoritmusok
hatékonysagat az 5. részben vizsgaljuk meg. Els6ként a pontos algoritmusokat vetjiik
Ossze azok miiveletigénye alapjan, majd megindokoljuk a kapott eredményeinket
és Attériink a kozelit§ és pontos algoritmusok egylittes felhasznédldsira. Az
utébbi esetben is megadjuk az Osszetett tesztek elvégzéséhez sziikséges atlagos
miiveletszdmokat. Az elemzések soran tapasztalt megfigyelések alapjan megadunk
két 1j algoritmust a 6. részben. Végiil a 7. részben oOsszefoglaljuk az elvégzett
vizsgédlatokat és eredményeinket, valamint a munka folytatasara vonatkozoé jovobeli
terveinket.

2. Pontos algoritmusok

Miel6tt elkezdenénk a szakirodalombdl ismert algoritmusok ismertetését, bevezetiink
néhany fontosabb fogalmat. A G graf i-edik csicsat jeloljik v;-vel és v; foka legyen
d;, a grafhoz tartozé foksorozat legyen F' = (f1,..., fn).

Azt mondjuk, hogy az F foksorozat szabdlyos, ha n > 2 és f;, 2 < i < n
értékek egész szamok és monoton csokkenbek, azaz f; > --- > f,. Azokat
a szabalyos foksorozatokat, amelyekhez megadhaté egy olyan G egyszerii graf,
amelynek foksorozata F', helyredllithatonak, grafikusnak vagy megvalosithatonak
nevezzilk. Ezen kiviil sziikséglink van még a foksorozat els6 k tagjanak Osszegére
is, amit Hp-val jeloliink.

Az i-edik pontban térténé ellendrzés sordn a sorozat elsd i elemét a sorozat fejének,
az Osszes azt kovetd elemet pedig a sorozat farkdnak nevezzik.

2.1. Havel-Hakimi algoritmus (HH)

Az algoritmust els6ként Havel [9] irta le, majd késébb Hakimi [8] téle fiiggetlentiil
publikalta ugyanezt az eredményt, innen addédik a Havel-Hakimi algoritmus
elnevezés.
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1. TETEL. (Havel, Hakimi [8, 9]) Az F = (f1,..., fn) foksorozat akkor és csak akkor

helyredllithatd, ha az F' = (fo—1,fs—1,..., fn — 1, fre1 — 1, frid2, - -5 fae1, fn)
sorozat is helyredllithato.

Bizonyitas. (Lasd [8, 9]). Ha az F' = (fo — 1, fs — 1,....fp, — 1, fri41 —
L, fri42, -5 fn—1, fn) sorozat helyreéllithat6, akkor a hozzd tartozé G gréfhoz egy
4j v1 csicsot hozzavéve, majd a va,...,vf 41 csicsokkal osszekotve megkapjuk az
eredeti F' = (f1,..., fn) foksorozatot. Ezzel megkaptuk az allitds egyik felét.

Az &llitds mésik feléhez azt kell belatnunk, hogy ha a sorozat helyredllithatd,
akkor az els6 vy csics igényét az 6t kovetd fi darab cstics felhasznaldsaval kielégitve
a megmaradt foksorozat is helyredllithaté marad. Mivel tudjuk, hogy az eredeti graf
helyreallithat6 volt, igy elegendd a kezdeti grafbdl kiindulva sorra elhagyni annak
cstcsait a hozzajuk tartozd élekkel egyiitt. Lathatd, hogy ezt a mddszert kévetve a
graf tulajdonsidg nem valtozik meg, azaz a csicsokhoz tartozé foksorozat tovabbra
is helyreallithaté marad. O

A tételen alapul6 algoritmus nagy hatranya, hogy felhasznaldsa sordn minden
egyes lépésben 1ujra kell rendezni a sorozatot. Ezért az algoritmus futdsi ideje
legrosszabb esetben akkor is Q(n?), ha linedris futasi idejii rendezd algoritmust
hasznalunk.

A 1. tételben szerepl6 ellenOrzéseket valdsitja meg a kovetkezo algoritmus.

Bemenet. n: a foksorozat hosszat adja meg;

F': az ellendrizendd foksorozat.

Kimenet. L: logikai valtozé (L = false azt jelenti, hogy a bemenetként megadott

F sorozat nem helyreéllithat6, L = true esetén az F' sorozat helyreéllithatd.)

HAVEL-HAKIMI(n, F, L)

01 while f; >0 > 01. sor: amig nem értiink a sorozat végére
02 for j =2to f1 +1 > 02-04. sor: kielégitjiik az els6 fok igényét
03 fi=1Ffi-1

04 end

05 fi=0 > 05. sor: nulldzzuk az els6 elemet
06 sort_descending(F’) > 06. sor: Ujrarendezziik a sort
07 end

08t=0 > 08. sor: ideiglenes valtoz6 nulldzasa
09 fori=1ton > 09-11. sor: a megmaradt sorozat elemeinek Gsszegzése
10 t=t+f;

11 end

12 if t == > 12-16. sor: helyredllithatésag eldontése
13 L =true > 13. sor: helyreallithaté
14 else

15 L = false > 15. sor: nem helyreallithato
16 end

17 return L > 17. sor: eredmény visszaadasa
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2.2. Eltolé Havel-Hakimi algoritmus (HHE)

Az ellenérizendd sorozat egyre kisebb és kisebb részének rendezését megvaldsithatjuk
ugy is, hogy csupan azokat az elemeket toljuk el a sorozatban, amelyekre nem teljestil
a monotonitas. Ezzel a rendezéshez sziikséges id6 nagy részét megtakarithatjuk. Ez
az algoritmus az eltolé Havel-Hakimi algoritmus.

2.3. Erdés-Gallai algoritmus (EG)

Erdés és Gallai 1960-ban adtak meg olyan ellenérzési mdédot, amely a sorozatot nem
allitja el6, csupan eldonti, hogy az helyreéllithaté vagy sem.

2. TETEL. (Erdds, Gallai [5]) A szabdlyos F = (f1,..., fn) sorozat akkor és csak
akkor helyredllithato, ha

z”: fi paros (1)
i=1

n

Yo fi—iG-1)< Y min(,fi) G=1,...,n—1). (2)
=1

k=j+1

Bizonyitas. Lasd [3, 5]. A tétel sziikségességét konnyi belatni, hiszen a gréafhoz egy
élet hozzavéve a fokszdmok Osszege kettovel novekszik, igy a fokszamok Osszegének
parosnak kell lennie. A méasodik feltétel bal oldala a fejnek a farok felhasznalasdval
kielégitend6 fokszam igényét adja meg, mivel az els6 j csics igényébdl levonjuk a
fejen beliil kielégithetd kapacitast, ami legfeljebb j(j—1). A feltétel jobb oldala pedig
a farok altal kielégithetd kapacitdast adja meg a kévetkezé médon: a farok elemei nem
tudnak kielégiteni tobb kapacitdst, mint amennyi egy-egy adott csiics hozzajarulasa
vagy mint a fej elemszama.

A tétel sziikségességét tobb lépésben bizonyitjuk. Definidljunk a wvq,...,v,
csucsokbdl alkotott grafhoz egy olyan fokszamsorozatot, amelyre teljestil, hogy
d; < f; minden 1 < i < n-re ahol d; jeldli a v; csucs fokszamat. Adott f1 > --- > f,
foksorozatra, amely teljesiti a megadott feltételeket, minden 1épésben készitiink egy
részrealizaciot és ezekkel a lépésekkel bizonyitjuk a tétel elégségességét.

Induljunk ki egy n csicsu tires grafbol, tovabba legyen r a legnagyobb olyan érték,
amelyre d; = f; teljesiil minden 1 < ¢ < r esetén. r-et kritikus indernek nevezziik.
Kezdetben r = 1, leszamitva azt az esetet, ha minden fokszam 0, mert ebben az
esetben készen vagyunk.

Amig r < n, addig Gjabb és tjabb lépéseket tesziink gy, hogy részrealizaciokat
hozunk létre, amelyekre az f, — d, kiilonbség csokken. Kozben mindvégig figyeliink
rd, hogy a v; csics fokszama ne valtozzon, ha i < r. Addig folytatjuk a mddszert,
amig a kapott részrealizacio realizaciéja az f; > --- > f, foksorozatnak. Jeldljiik
N (v)-vel a v csics szomszédainak halmazat.

1. eset: vv; € E(G) valamely v;, d; < f; esetén. Ekkor F(G)-hez hozzdadjuk a
vpv; élt.

6
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2. eset: vv; € E(G), i < r.Mivel d; = f; > fr > d,, 1étezik u € N(v;) — N(vy).
Ha f, — d, > 2, akkor helyettesitsiilk az uv; élt az uv, és v;v, élekkel. Ha
fr —dy = 1, akkor Y f; — > d; paritdsa miatt 1étezik k > r, hogy di < fi.
Ekkor az elsé esethez jutottunk djra, kivéve, ha v,vp € E(g), ilyenkor viszont
a v,v és uv; éleket az uv, és v;v, élekkel helyettesitjiik.

3. eset: v1,...,v,—1 € N(vy) és di # min(r, f) valamely k& > r-re. Tudjuk, hogy
di, < fr és di, < r, tehat dy < min(r, fx). Ekkor Gjra az elsé esethez értiink,
leszamitva azt az estet, ha vpv, € E(G). Mivel dj, < r, ezért létezik i < r,
hogy vpv; € E(G). d; > d,, igy 1étezik u € N(v;) — N(v,). uvi-t az uv, és vy
élekkel helyettesitjiik.

4. eset: vq,...,v,—1 € N(v,) és viv; € E(G), i < j < r. Ekkor a masodik esethez
jutottunk, kivéve, ha v;,v; € N(v,). d; > dj > d,, igy 1étezik u € N(v;)—N(v,)
és w € N(v;) — N(v). u,w € N(v,) = ismét a mésodik esethez jutottunk,
kivéve, ha u,w € {vy41,...,v,}. Ekkor az uv; és wv; éleket a v;v; és uv,
élekkel helyettesitjiik.

Amennyiben egyik eset sem all fenn, a vy, ..., v, csicsok koziil barmely kett6 kozott
fut él és dy = min(r, fi), ha k > r, igy

n

Z di =r(r—1)+ Z min(r, fx).
=1

k=r+1

Mivel a mésodik feltétel teljesiil, és a jobb oldal a >, f; felsé becslése, igy r-re
mar teljesiil, hogy d, = f,, tehat r-et névelve folytathaté az eljaras. O

A tételen alapuld algoritmus futdsi ideje a legjobb ©(n) és legrosszabb ©(n?)
kozott valtozik.

A kozelmultban Tripathi és munkatarsai [32] publikdltak egy konstruktiv
bizonyitast, amely helyreallithaté sorozatok esetén a helyredllitast is elvégzi. Ennek
az algoritmusnak a futdsi ideje legrosszabb esetben ©(n?3).

A 2. tételben leirt feltételeket ellenorzi a kovetkezé algoritmus.

Bemenet. n: a foksorozat hosszat adja meg;

F': az ellendrizendd foksorozat.

Kimenet. L: logikai valtozé (L = false azt jelenti, hogy a bemenetként megadott

F sorozat nem helyreallithat6, L = true esetén az F' sorozat helyreéllithatd).

ERDOS-GALLAI(n, F, L)

01 Hi=f; > 01. sor: els6 H érték megadasa
02 fori=2ton > 02-04. sor: tovdabbi H értékek szamitasa
03 H;=H; 1+ f;

04 end

05 if H, paratlan > 05-08. sor: paritas ellendrzés
06 L = false > 06—07. sor: hibas sorozat elutasitasa

07 return L
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08 end

09 for j=1ton—1 > 09-18. sor: sorozat ellenérzése
10 R=0 > 10. sor: munkavaltoz6 nulldzasa
11 fork=j+1ton > 11-13. sor: a tételben szerepld Gsszeg kiszamitasa
12 R = R + min(y, fx)

13 end

14 if Hj—j(j—1) >R > 14-17. sor: feltétel ellenérzése
15 L = false > 15-16. sor: hibas sor elutasitasa
16 return L

17 end

18 end

19 L = true > 19-20. sor: jé sorozat elfogadasa
20 return L

2.4. Roviditett ErdGs-Gallai algoritmus (EGR)

Tripathi et al. 2003-as cikkiikben [31] leirnak egy lehetséges roviditési médot Erdds
és Gallai médszerére. A (2) egyenlStlenséget elegendd csak azokban az esetekben
ellenérizni, ahol a H; > i(i — 1) feltétel teljesiil.

1. LEMMA. (Tripathi et al. [31]) Egy szabdlyos F = (f1,..., fn) foksorozat akkor és
csak akkor jo, ha

H, paros (3)
és n
Hy—i(i—1) < Y min(i, fi), (4)
k=i+1
ahol
i = 1,...,1r<nl?<xn(k | k(k—1) < Hy). (5)
Bizonyitas. Lasd [31]. O

A 1. lemmaban megadott tesztet valdsitja meg a kiévetkezé algoritmus.
Bemenet. n: a foksorozat hosszat adja meg;
F': az ellendrizendd foksorozat.
Kimenet. L: logikai valtozé (L = false azt jelenti, hogy a bemenetként megadott
F sorozat nem helyreéllithat6, L = true esetén az F' sorozat helyreéllithatd).

ERDOS-GALLAI-SHORTENED(n, F, L)

01 Hi=fi > 01. sor: Hy beéllitasa
02 fori=2ton > 02-04. sor: H értékek szamitdsa
03 Hi=Hi1+f;

04 end

05 if H, paratlan > 05-08. sor: paritds ellenérzés

8
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06 L = false > 06—-07. sor: rossz sorozat elutasitisa
07 return L

08 end

091i=1 > 09. sor: kezdeti érték beallitasa
10 while l <n and (I - 1) < H; > 10-20. sor: [ sorozat tesztelése
11 R=0 > 14. sor: munkavaltoz6 nullazasa
12 fork=j5+1ton > 12-14. sor: a tétel szummajanak szamitisa
13 R = R+ min(y, f¢)

14 end

15 if H; —j(j —1) > R; > 15-18. sor: feltétel ellenérzése
16 L = false D> 16-17. sor: rossz sorozat elutasitasa
17 return L

18 end

19 l=1+1 > 19. sor: ciklusvéaltozd novelése
20 end

21 L = true > 21-22. sor: j6 sorozat elfogadasa
22 return L

2.5. Ugré Erdés-Gallai algoritmus (EGU)

Tripathi és Vijay [31] megadtak egy tovabbi lehetséges roviditési médot is. A
rovidités azt hasznélja ki, hogy ha egy ellendrizendd sorozatban egy fokszam tobbszor
is elofordul, akkor elegendd azt csupan egyszer ellendrizni, méghozza abban a
pontban, ahol teljesiil, hogy f; # fix1. A sorozatok utolsé elemeit pedig nem
sziikséges ellendrizni.

Vezessiik be a g; jelolést azokra az ¢ indexekre, amelyekre teljesiilnek az f; # fi11
és i # n feltételek. Nevezziik ezeket a pontokat ellendrzdé pontoknak. Ezzel a jeloléssel
tehdt a sorozat fy,,..., fy, elemei ellenérz6 elemek és ¢ jeloli a sorozat ellendrzd
elemeinek szdmat.

3. TETEL. (Tripathy, Vijay [31]) A szabdlyos F = (f1,. .., fn) sorozat akkor és csak
akkor helyredllithato, ha igaz az, hogy

H, paros (6)
és
n—1
Hy —gi(gi—1) < Y min(i,fy) (i=1,...,q). (7)
k=g;+1
Bizonyitas. Léasd [31]. O

A 3. tételben leirt feltételeket ellendrzi a kovetkezo algoritmus.
Bemenet. n: a foksorozat hosszat adja meg;
F: az ellenérizendd foksorozat.
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Kimenet. L: logikai valtozé (L = false azt jelenti, hogy a bemenetként megadott
F sorozat nem helyreéllithaté, L = true esetén az F' sorozat helyredllithatd).

ERDOS-GALLAI-JUMPING(n, F, L)

01 Hi=f; > 01. sor: H; megadasa
02 fori=2ton > 02-04. sor: H értékek szamitasa
03 H; =H; 1+ f;

04 end

05 if H, paratlan > 05—08. sor: paritds ellenorzés
06 L = false > 06—07. sor: hibas sorozat elutasitasa
07 return L

08 end

09 for j=1ton—1 > 09-23. sor: sorozat ellendrzése

10 if f; = fi+1 > 10-12. sor: eldontjiik, hogy az adott pont ellenérzépont-e
11 continue

12 end

13 R=0 > 13. sor: munkavaltozé nulldzasa
14 fork=j5+1ton > 14-16. sor: a tétel szummajanak szamitasa
15 R = R+ min(j, fx)

16 end

17 if Hj—j(j—1)>R > 17. sor: a tétel feltételének ellenérzése
18 L = false > 18-19. sor: rossz sorozat elutasitisa
19 return L

20 end

21 end

22 L = true > 22-23. sor: j6 sorozat elfogaddsa
23 return L

3. Kozelito algoritmusok

Ebben a részben ismertetiink néhany kozelité algoritmust, amelyek alkalmasak
lehetnek a pontos algoritmusok el6tt futtatva elétesztelni a sorozatokat, azzal a
céllal, hogy nagy résziiket gyorsan elutasitsak, majd a megmaradt sorozatokat pontos
algoritmusok segitségével ellendrizziik.

Az aldbbi algoritmusok bemutatdsa sordan roviden jellemezziik is az egyes
algoritmusok miiveletigényét. Ezek a miiveletigények az algoritmusok énmagukban
valé hasznalata esetén értendOek, azaz ha csak az adott algoritmust hasznaljuk
ellenérzésre. Itt azonban megjegyezziik, hogy a gyakorlatban ezeket a kozelito
algoritmusokat egymas utdn alkalmazzuk az el nem utasitott sorozatokon. Mivel a
miveletigénytik jelentGs része kozos, igy egyes tesztek egymas utan valé alkalmazasa
soran a miiveletigény nem az adott teszt teljes miveletigényével névekszik, hanem
annak csak egy kis hanyadaval.

10
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3.1. Gyors teszt (FT)

Els6 tesztiink egy roppant gyors teszt, melynek alapja a koévetkezd: amennyiben
egy sorozat p > 0 nem nulla értéket tartalmaz, Ggy a sorozat els6 eleme nem
lehet nagyobb, mint p — 1, hiszen nagyobb igényt a sorozat tobbi tagja nem képes
kielégiteni.

2. LEMMA. Ha F egy helyredllithato sorozat és p > 0 az F' nem nulla elemeinek
szama, akkor
Hy <p-1

Bizonyitas. Ha az I sorozat nem tartalmaz legalabb H;+1 nemnulla elemet, akkor
biztosan nem helyreallithaté. O

A teszt elvégzésének miiveletigénye pontosan 1 feltételvizsgédlat, mivel az
ellenérizend6 sorozatokrdl feltettiik, hogy azok monoton csokkens sorrendben
rendezettek, igy elegendd a sorozat fy tagjardl eldonteni, hogy nulla vagy sem.
Szimulaciés eredményeink alapjan tudjuk, hogy a rossz sorozatoknak megkéozelitéleg
harmada kisz{irhet6 ezzel a teszttel.

A 2. lemméban megadott feltételt ellenérzi a kdvetkez6 algoritmus.

Bemenet. F: az ellenérizendd foksorozat.

Kimenet. L: logikai valtozé (L = false azt jelenti, hogy a bemenetként megadott
F' sorozat nem helyredllithato, L = true esetén az F sorozatrél nem tudja eldonteni
a teszt, hogy helyredllithaté-e vagy sem).

FAST-TEST(F, L)

01if Fr 1 ==0 > 01-04. sor: feltétel ellenérzése
02 L = false > 02-03. sor: rossz sorozat elutasitisa
03 return L

04 end

05 L = true > 05-06. sor: nem elutasitott sorozat elfogadasa
06 return L

3.2. Paritas teszt (PT)

Mésodik tesztiink az Erdés-Gallai algoritmus (1) feltételét foglalja magdba. Mivel
a teszt (2) részében ellenérizendd feltétel ellenérzéséhez mindenképpen ki kellene
szamolnunk a H,, értéket, igy gyakorlatilag nem jelent plusz munkat ennek a tesztnek
az elvégzése. Ez a teszt nagyon hasznos, tekintve, hogy megkozelitoleg minden
masodik szabdlyos sorozat paratlan, igy ezeket gyorsan elutasithatjuk.

3. LEMMA. Han > 1 és az F sorozat helyredllithato, akkor H,, pdros.

Bizonyitas. Egyszerii grafokban minden él kettovel noveli a fokszamok Osszegét.
O

11
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A teszt elvégzésének miiveletigénye pontosan m + 1, azaz n Osszeadds és egy
feltételvizsgalat (az értékaddsokat nem szdmitjuk).

A 3. lemmaéban leirt feltételt ellenérzi a kovetkez6 algoritmus.

Bemenet. n: a foksorozat hosszat adja meg;
F: az ellendrizendd foksorozat.

Kimenet. L: logikai valtozé (L = false azt jelenti, hogy a bemenetként megadott
F sorozat nem helyreallithatd, L = true esetén az F' sorozatrél nem tudja eldonteni
a teszt, hogy helyredllithaté-e vagy sem).

PARITY-TEST(n, F, L)

01 Hi=fi > 01. sor: Hy érték bedllitasa
02 fori=2ton > 02-04. sor: H értékek szamitasa
03 H; =H; 1+ f;

04 end

05 if H, paratlan > 05-08. sor: paritas ellendrzés
06 L = false > 06-07. sor: hibas sorozat elutasitasa
07 return L

08 end

09 L = true > 09-10. sor: paros paritasu sor elfogadasa
10 return L

3.3. Binomiilis teszt (BT)

Harmadik tesztiinkben a fej belsé éleinek szamat binomidlis egytlitthatéval
kozelitjuk.

4. LEMMA. Han > 1 és F helyredllithato sorozat, akkor
H;<H,—H;+i(i—1). (8)

Bizonyitas. A (8) egyenlStlenség azt fejezi ki, hogy az els6 f; csics fokszam
sziikségletét i(i — 1) bels6 és H, — H; kiils6 kapacitds felhasznéldsaval prébéljuk
kielégiteni. g

A teszt elvégzésének maximalis miveletigénye n + 5, azaz n + 1 Osszeadds, 2
kivonas, egy szorzas és egy feltételvizsgalat.

A 4. lemméban leirt feltételeket ellendrzi a kovetkez6 algoritmus.

Bemenet. n: a foksorozat hosszat adja meg;
F': az ellendrizendd foksorozat.

Kimenet. L: logikai valtozé (L = false azt jelenti, hogy a bemenetként megadott
F sorozat nem helyreallithatd, L = true esetén az F' sorozatrél nem tudja eldonteni
a teszt, hogy helyredllithaté-e vagy sem).

BINOMIAL-TEST(n, F, L)

01 Hi=fi > 01. sor: H; szamitéasa

02fori=2ton > 02-04. sor: H értékek szamitasa
12
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03 Hi=H; 1+ fi

04 end

05for j=1ton—1 > 05-10. sor: sorozat ellenérzése
06 if H; —j(j—1) > H, — H; > 06-09. sor: lemma feltételének ellendrzése
07 L = false > 07-08. sor: rossz sorozat elutasitasa
08 return L

09 end

10 end

11 L = true > 11-12. sor: jé sorozat elfogadasa

12 return L

3.4. Binomidlis teszt ugrassal (BTJ)

Negyedik tesztiinknél bevezetjik az ugré Erdds-Gallai algoritmus esetében mar
alkalmazott ellenérzé pontokat, ezzel csokkentve az elvégzendd tesztek szamat. Mivel
a binomidlis teszt csak kozelité algoritmus, igy a tesztek csokkentése egyuttal a
pontossag csokkenését is eredményezi, azonban a teszt romlasa jéval kisebb mértéki,
mint az ellenérzé pontok alkalmazasaval elért gyorsulés.

4. Leszamlalasi eredmények

Ebben a részben a gréafsorozatok szédmdra, valamint az n-szabalyos és n-paros
sorozatok szaméanak aranyara vonatkozdan ismertetiink néhany formulat.

Az gltalunk vizsgalt sorozat szdmdara vonatkozdéan Sloane és Ploffe [29], valamint
Stanley [30] konyveiben és az On-Line Encyclopedia of Integer Sequences [27]
honlapon taldlhatunk adatokat.

Koénnyen beldthaté [17], hogy az n-szabélyos sorozatok R,, szdma

R <2nn— 1) o)

1987-ben Ascher adott meg explicit formuldt az n-hosszi pédros sorozatok
szamanak meghatarozasara.

5. LEMMA. (Ascher [1], Sloane, Pfoffe [29]) Ha n > 1, akkor az n-szabdlyos paros

sorozatok szdma
() ()

Bizonyitas. Lasd [1]. O
Az n-szabilyos sorozatok novekedésének nagysigrendjét adja meg a kovetkezd
lemma.

13
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6. LEMMA. Ha n > 1, akkor

R, - Ry

11
Rn+1 Rn ( )
lim Zntl oy (12)
n—oo

n

tovabba

1 (1 - 1) < R, < A7 (1 - ) . (13)
Varn 2n Varn 8n + 8
Bizonyitas. Lasd [13]. O
A kovetkezd lemma megadja az E, értékek novekedésének nagysagrendjét.

7. LEMMA. Han > 1, akkor
En+2 > En+1

14
En+1 En ( )
és E
. n+1
% E, 19)
tovabbd
(1 Dy(n)) < B < —— (1~ Da(n)) (16)
1-— < < —
\/ﬁ( 3(n)) n S 4\n)),
ahol a D3(n) és Dy(n) monoton csokkend és nulldhoz tart.
Bizonyitas. Lasd [13]. O

Ahogy az 1. tablazatbdl is leolvashaté, az E,, /R, ardny monoton csokken és 1/2-
hez tart.

1. KOVETKEZMENY. Ha n > 1, akkor

(- n

” lim o _1 (18)
n—oo R, 2

Bizonyitas. Lasd [13]. O

Az ugrépontok szama nagymértékben befolyasolja az azokat felhasznalo
algoritmus futési idejét.

Egy F n-korlatos foksorozat kiilonbozé elemeinek szaméat a sorozat
szivdrvdnyszamdnak nevezzik és r,-nel jeloljik.

8. LEMMA. Legyen F egy wvéletlen mn-szabdlyos foksorozat és 1, annak a
szivdrvdnyszdma. Vdrhato értéke a kévetkezd alakban adhatd meg:

n
4n — 2

E(ra) = 2 + =5 +0(). (19)

14
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n R, E, E,/R,
1 1 1 1,0000000000
2 3 2 0,6666666667
3 10 6  0,6000000000
4 35 19  0,5428571429
5 126 66  0,5238095238
6 462 236 0,5108225108
7 1716 868  0,5058275058
8 6 435 3 235 0,5027195027
9 24 310 12 190  0,5014397367
10 92 378 46 252 0,5006819806
11 352 716 176 484  0,5003572279
12 1 352 078 676 270  0,5001708481
13 5 200 300 2 600 612  0,5000888410
14 20 058 300 10 030 008  0,5000427753
15 77 558 760 38 781 096  0,5000221252
16 300 540 195 150 273 315 0,5000107057
17 1166 803 110 583 407 990  0,5000055151
18 4 537 567 650 2 268 795 980  0,5000026787
19 17 672 631 900 8 836 340 260  0,5000013756
20 68 923 264 410 34 461 678 394  0,5000006702
21 269 128 937 220 134 564 560 988  0,5000003432
22 1 052 049 481 860 526 024 917 288  0,5000001676
23 4 116 715 363 800 2 058 358 034 616  0,5000000857
24 16 123 801 841 550 8 061 901 596 814  0,5000000419
25 63 205 303 218 876 31 602 652 961 516  0,5000000214
26 247 959 266 474 052 123 979 635 837 176 0,5000000105
27 973 469 712 824 056 486 734 861 612 328  0,5000000053
28 3 824 345 300 380 220 1912 172 660 219 260  0,5000000026
29 | 15 033 633 249 770 520 7 516 816 644 943 559  0,5000000013
30| 59 132 290 782 430 712 29 566 145 429 994 736  0,5000000007

1. tablazat. A szabalyos és paros sorozatok szdma és azok aranya.

15
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Bizonyitas. Lasd [13]. O

A kovetkez6 lemma megadja a nullmentes sorozatok ardnyat a szabdlyos
sorozatokhoz viszonyitva.

9. LEMMA. Az n-szabdlyos nullmentes sorozatok szdma

R = <2n . 2) 20)

n—1

“ R; 1
LA 2
Bizonyitas. Léasd [13]. O

10. LEMMA. Ha n > 1, akkor az n-csucsu grdfok szdma megadhaté az n — 1
csucsu megualdsithato foksorozatok €s azn hosszu jo nullmentes sorozatok szamdnak
0sszegeként, azaz

Gn=2,+Gp_1.

A G értékek nagysigrendjére vonatkozéan Burns adott meg aszimptotikus
korlatot.

11. LEMMA. (Burns [2]) Léteznek olyan ¢ és C pozitiv konstansok, hogy a G,, értékre
az aldbbi korldt adhato:

47’L 4n

— <G < -

cn "~ (logn)Cy/n
Bizonyitas. Lasd [2]. O

Ebbol kévetkezik, hogy a grafikus sorozatok szamanak siirtisége a paros sorozatok
kozott a nullahoz tart.

(22)

2. KOVETKEZMENY. Ha n > 1, akkor létezik olyan pozitiv C' konstans, hogy

Gn 1

_n 23

£, {log; n)° .
€s o

2% E, =" 2

Bizonyitas. (23) a (10) és a (22) kozvetlen kdvetkezménye, a (23) egyenl6tlenségbol
pedig kovetkezik a (24) hatarérték. O

Tovabbi eredmények és Osszefiiggések taldlhatéak a [13] cikkben. Szimuldciés
eredményeink szerint példaul az is igaz, hogy a péros sorozatoknak koriilbeliil fele
nullmentes.
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5. Elemzések

Az algoritmusok elemzése sordn Osszevetjilk az ismert pontos algoritmusok
elvégzéséhez sziikséges miiveletigényeket, illetve megvizsgaljuk, hogy az Erdos-
Gallai algoritmus kiilonbozé valtozatainak mennyi ellen6rzésre van sziiksége a
rossz sorozatok elutasitasahoz és a jé sorozatok elfogaddsdhoz. Az utdbbi értékek
fontossaga kézenfekvo, hiszen minél kevesebb miivelettel meg tudjuk allapitani egy
sorozatrol, hogy rossz vagy jo, annal tobb sorozatot ellendrizhetiink le adott id6
alatt.

Kozelité algoritmusaink elemzése sordan megvizsgaljuk a tesztek elvégzéséhez
sziikséges miiveletigényeket, valamint azt is, hogy a kozelité algoritmusokat a pontos
algoritmusok el6tt alkalmazva hogyan valtozik a futdsi id6. Kitériink arra is, hogy
az egyes kozelité algoritmusok mennyi sorozatot fogadnak el és hogy mennyi az
algoritmusok altal elfogadott sorozatok és az Osszes vizsgalt sorozat szamanak
aranya.

5.1. Pontos algoritmusok

A korabbiakban ismertetett algoritmusokat Gsszevetettiik miiveletigényeik szerint.
Ezen azt értjik, hogy megvaldsitottuk az algoritmusokat C nyelven, majd
megszamoltuk (szamlalét épitve a programba), hogy bizonyos n értékek esetén
egy-egy adott algoritmus hany miiveletet végez. A sorozatok eldallitdsanak idejét
nem szamitottuk be, az értékadasokat azonban ugyaniugy miiveletként értelmeztiik,
mint példaul az Osszeaddst vagy a kivonast. A bonyolultabb miiveleteket, mint
példaul a szorzas vagy az osztds, nem szamitottuk nagyobb sullyal, mint a tobbit.
A szamitasok soran csak szabdlyos sorozatokat hasznéltunk fel, azaz minden F
sorozat monoton csokkend volt. A miiveletigényekkel kapcsolatos eredményeinket
a 2. tdblazat tartalmazza.

A téblazatbdl leolvashaté, hogy a legnagyobb miiveletigényi algoritmus az eredeti
HH algoritmus, itt azonban nem szabad elfeledkezniink réla, hogy ez a miiveletigény
részben azért ilyen nagy, mert minden lépésben tjra kell rendezniink az ellenérzés
alatt all6 — iteraciénként valtozé — sorozatot. Ha azonban a teljes sorozat rendezése
helyett csak eltoljuk a rossz helyre keriilt elemeket, akkor az igy kapott HHE
algoritmus miveletigénye mar kozel a felére csokken és igy az EG algoritmus
miveletigényének dupldjihoz kozelit.

Az ellendrz6 pontok bevezetésével az Erdds-Gallai algoritmus miiveletigénye kozel
a felére csokken, tovabba az tapasztalhatd, hogy a kapott algoritmus és a kordbbi
algoritmusok miveletigényének aranya egyre kisebb, azaz az algoritmus 1épésrol
lépésre gyorsul.

Az EG és az EGU algoritmusok kozti sebesség-kiilonbség szemléltetésére
megvizsgaltuk, hogy a két algoritmusnak hany iteraciéra van sziiksége a hibés
sorozatok elutasitdasdhoz. Ezek az adatok lathatéak a 3. tdblazatban az EG, a
4. téablazatban pedig az EGU algoritmusra vonatkozbéan. Az elutasitasok pontos
értékei helyett az Osszes elutasitassal vett hanyadosok lathatdak a tdblazatban, mivel
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HH HHE EG EGU
13 14 40 4
23 34 27 12
33 50 30 16
47 64 32 21
67 79 39 26
92 95 48 32

122 111 58 37

149 130 69 43

10 | 188 149 80 49

111229 170 93 56

121285 193 106 63

131335 216 120 70

14 1 402 241 135 7

15| 472 267 151 85

© 00 O Uk w3

2. tablazat. Pontos algoritmusok egy sorozat ellenérzéséhez sziikséges atlagos
miiveletszama.

n\i 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10
211,00

310,75 0,25

410,71 0,23 0,06

5(0,63 0,26 0,09 0,01

60,61 0,24 0,11 0,03 0,004

710,58 0,24 0,12 0,05 0,012 0,001

810,56 0,23 0,12 0,06 0,022 0,004 0,0003

90,55 0,22 0,12 0,07 0,032 0,010 0,0014 0,0001

100,54 0,22 0,12 0,07 0,039 0,016 0,0040 0,0005 0,00002

11]0,53 0,21 0,11 0,07 0,044 0,022 0,0079 0,0016 0,00015 0,000004

3. tdblazat. Adott pontban az EG teszt altal elutasitott sorok szdménak ardnya az
Osszes elutasitott sorozathoz viszonyitva.

ezekrol jobban leolvashaté az adott iteracids 1épésben elutasitott sorozatok aranya.
Megjegyezziik, hogy a tdblazat nem tartalmaz a jo sorozatokra vonatkozo6 értékeket,
hiszen jé sorozatok esetén nem beszélhetiink elutasitasrél — éppen ezért a jé sorozatok
ellendrzése a legkoltségesebb abban az értelemben, hogy egy jé sorozat esetében az
Osszes lehetséges iterdciét el kell végezniink (kivéve, ha példaul alkalmazzuk az 1.
lemma&t vagy mas, a jé sorozatokat gyorsan felismeré médszert).

A 3. tébldzatbdl leolvashatd, hogy négyzetes miiveletigénye ellenére az Erdos-
Gallai algoritmus nagyon hatékonyan dolgozik abban az értelemben, hogy a
sorozatok nagy részét gyorsan elutasitja.

Ahogy az a 4. tdblazatbdl leolvashatd, az ugré Erdés-Gallai algoritmus még ennél is
hatékonyabb. Az els6 ellen6rzés soran a sorozatoknak ugyanakkora hanyadat tudja
elutasitani, mint az eredeti, azonban a legnagyobb iteracids 1épés szama — rossz
sorozat esetén — [n/2], azaz a sziikséges ellenérz6 1épések szama Osszefligg az n érték
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n\i 1 2 3 1 5 6
211,000
311,000
410,943 0,057
510,910 0,090
610,873 0,124 0,004
710,845 0,143 0,012
810,820 0,157 0,022 0,001
910,801 0,164 0,034 0,002
100,784 0,167 0,044 0,005 0,0001
110,770 0,168 0,052 0,009 0,0005
120,758 0,168 0,059 0,014 0,0013 0,00002

4. tablazat. Adott ellenérzépontban az EGU algoritmus altal elutasitott sorok
szaménak aranya az Osszes elutasitott sorozathoz viszonyitva.

paritasaval: ha n paratlan, akkor az ellendrzési iterdciék maximalis szdma (n—1)/2,
ha pedig paros, akkor ez a szam n/2.

Az eddig ismertetett eredményeket Osszegezve tehat azt mondhatjuk, hogy a
Havel-Hakimi algoritmus a rossz helyre keriilt értékek eltolasaval felgyorsithato.
Az Erdos-Gallai algoritmust kiegészitve az ellenérzé pontokkal az ugrd algoritmus
az n értékének novelésével 1épésrol 1épésre gyorsul. n = 15 esetben példaul az
EGU algoritmushoz sziikséges miiveletszdmhoz képest miiveletigénye annak csak
hat tizede.

5.2. Kozelit6 algoritmusok

Ebben a részben a 3. részben ismertetett kozelitd algoritmusokra vonatkozé adatokat
mutatunk be. A kozelité algoritmusok vizsgalata soran azt vizsgaltuk, hogy egy
adott algoritmus Osszesen hany sorozatot fogad el és hogy ezeknek a sorozatoknak
az elfogadasahoz milyen miveletigény tartozik.

Az algoritmusok vizsgdlata soran arra toreksziink, hogy a pontos, négyzetes
idejli algoritmusokat felgyorsitsuk néhany gyors kozelité algoritmus felhasznalasaval.
A korabban ismertetett kozelité algoritmusok altal elfogadott sorozatok szama
lathaté a 5. tdblazatban. Megjegyezziik, hogy ezek a szamok gy értendéek, hogy
a kilonbo6z6 algoritmusokat sorban, egymasra épiilve végezziik, tehat a binomidlis
teszt egyben magaba foglalja a gyors és a paritas teszteket is. Ezt fejezik ki a fels6
indexekben lathato c-k. Ez aldl kivételt képeznek a binomidlis és az ugré binomialis
tesztek, mivel ezek gyakorlatilag ugyanannak a tesztnek kiilonboz6 varidnsai.

Ahogy az a tdblazatbdl is jél ldthatd, a gyors teszt a rossz sorozatoknak
kortlbeliil egyharmadat képes elutasitani konstans idében, ez nagyon fontos szerepet
jatszhat a késébbiekben, példdul a HH algoritmus kiegészitéseként. A paritds teszt
a megmaradt sorozatok koziil kiszliri a pératlan paritdsi, azaz biztosan rossz
sorozatokat. A tévesen elfogadott sorozatok ardnya ebben az esetben nagyobb,
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n R, FTS PTC BTC BTJC Gn
1 1 1 1 1 1 1
2 3 2 2 2 2 2
3 10 6 4 4 4 4
4 35 21 13 11 11 11
5 126 77 41 31 31 31
6 462 287 151 103 103 102
7 1716 1079 547 349 349 342
8 6 435 4082 2 066 1256 1 260 1213
9 24 310 15 522 7786 4577 4604 4361

10 92 378 59 280 29 728 17 040 17 178 16 016

11| 352716 227240 113708 63 944 64 544 59 348

12| 1352078 873886 437262 242218 244672 222117

13| 5200300 3370030 1685334 922369 931987 836315

14 | 20058 300 13027730 6515042 3530534 3567561 3166 852

15 | 77 558 760 50 469 890 25 236 122 13 563 764 13 704 763 12 042 620

5. tabldzat. Az Osszes sorozat, gyors, paritds, binomidlis, ugré binomidlis — sorban
alkalmazott — tesztek altal elfogadott és j6 sorozatok szama az n érték fliggvényében.

viszont az ellendrzés elvégzésének miveletigénye linedris, mig a gyors teszt konstans
idében végzi el ezt a munkdt. A binomidlis teszt az els6 két teszten megfelelt
sorozatok megkozelitoleg felérdl el tudja donteni, hogy azok hibasak-e, igy ez a teszt
is nagyon hatékony, miiveletigénye a paritds teszt részeredményeinek felhasznalasaval
mar nagyon alacsony. A binomidlis teszt ellen6rz6 pontokkal kiegészitett valtozata
mér kevésbé pontos, azonban miiveletigénye alacsonyabb. A kozelitd algoritmusokkal
kapcsolatban mért miiveletigényeket mutatja a 6. tablazat. Az EG tesztre vonatkozo
adataink a korabbi tablazatoktdl eltéréek lehetnek, mivel a kiillonb6zé méréseinket
més-mds programokkal és mas kornyezetekben (MATLAB, C) valésitottuk meg.

A 6. tablazatban lithaté miiveletigényekbdl leolvashatd, hogy az ugré Erd6s-
Gallai teszt esetében is megéri a kozelité algoritmusokat elGtesztként alkalmazni.
Az ismertetett algoritmusaink koziil a leggyorsabb a konstans miiveletigényii gyors
teszt. A gyors teszttel kiegészitett ugré Erdés-Gallai algoritmusra vonatkozdan a 7.
tablazatban lathatdak egy sorozatra juté atlagos miiveletszamok. Méréseink alapjan
azt mondhatjuk, hogy az n érték novelésével a gyors teszt hatékonysaga nem romlik,
éppen ezért - valamint konstans miiveletigénye miatt - érdemes beépiteniink a
pontos algoritmusainkba is. Szimulaciés eredményeink alapjan arra a kovetkeztetésre
jutottunk, hogy az Erddés-Gallai teszt és annak gyorsitott valtozata is abban az
esetben gyorsithaté a legnagyobb mértékben kozelité algoritmusokkal, ha a gyors
és a paritas teszteket alkalmazzuk. Megjegyezziik, hogy a paritds teszt egyébként is
része az algoritmusoknak.

Ahogy azt mar lathattuk, az FErdos-Gallai algoritmus és ugrdé valtozata
nagymértékben gyorsithaté kozelité algoritmus felhasznélasaval, azaz a dolgozat
els6 részében kitiizott célunkat részben mar elértiik. Térjlink vissza a Havel-Hakimi
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Ort, Opt, [ OBT)y, Orgu, | OBTi, Orcu, | Orcu,

| R, R, R, R, R, R, R,
2 1 1 2 2 2 2 2
3 2 3 7 9 5) 7 8
4 2 b 11 14 7 11 11
) 2 6 13 17 9 14 15
6 2 6 15 20 11 18 18
7 2 7 17 23 12 21 22
8 2 8 19 26 26 25 25
9 2 8 20 29 15 28 29
10 2 9 22 33 17 32 33
11 2 10 24 37 18 36 37
12 2 10 26 40 20 40 41
13 2 11 28 44 21 45 45
14 2 12 29 48 23 49 50

6. tablazat. A gyors teszt, paritds ellenOrzés, binomidlis, EGU, ugré binomidlis és
EGU tesztek atlagos miiveletigényei egy sorozatra nézve (egészre kerekitve).

ni2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

OrGla 2 8 11 15 18 22 25 29 33 37 41 45 50

O%:F“26 9 12 14 17 20 23 26 30 33 37 41

7. tdblazat. Az ugré Erdés-Gallai és a gyors teszttel kiegészitett ugré Erdés-Gallai
algoritmus atlagos miiveletszamai egy sorozat esetén.
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n|HH HHGy HHE HHEGy
2] 3 3 1 4
3] 10 713 9
4] 17 13 22 16
5| 25 17 31 20
6| 35 24 40 26
7| 48 30 50 31
8| 63 38 62 37
9| 77 45 74 43
10| 96 55 88 49
11| 117 65 102 56
12 | 143 78 118 64
13 | 168 90 135 72
14199 105 152 80

8. tablazat. HH, HHGy, HHE és HHEGy algoritmusok felhasznaldsa sordn egy
sorozat ellendrzésére sziikséges atlagos 1épésszamok.

algoritmushoz. Ennél az algoritmusnal gyors tesztiink komolyabb hatasfokkal képes
dolgozni, mint korabban hiszen a HH minden lépésben tujrarendezi a sorozatot,
igy minden egyes lépésben elvégezhet6 a teszt, ami igy Gsszesen n plusz miveletet
eredményez, de az n érték novekedésével egyre nagyobb gyorsulast eredményez, mivel
a j6 sorozatok relativ szdma a nulldhoz tart [13]. A Havel-Hakimi algoritmus és a
gyors teszt egytittes hasznalatarél (HHGy) a 8. tablazatban lathatéak mérési adatok.

A tablazatban szerepld értékek alapjin elmondhatjuk, hogy a gyors teszttel
kiegészitett Havel-Hakimi algoritmus gyorsabb, mint az eredeti Erdés-Gallai médszer
és kicsivel elmarad az ugré Erdds-Gallai algoritmustol.

Tovabbi kozelité algoritmusok és eredmények talalhatéak a [13] cikkben.

6. Javasolt 4j algoritmusok

Az el6z6 részben megvizsgalt kozelito és pontos algoritmusok vizsgdlata soran tett
megfigyeléseink alapjan megadunk egy-egy 1j, javitott mdédszert a Havel-Hakimi és
Erdés-Gallai algoritmusok felgyorsitasara.

6.1. Havel-Hakimi-Eltol6 algoritmus gyors teszttel (HHEGYy)

A 3.1. részben ismertetett kozelité algoritmussal kapcsolatos vizsgédlataink soran
azt tapasztaltuk, hogy azt beépitve a Havel-Hakimi algoritmusba az algoritmus
miiveletigénye megkozelitéleg a felére csokken (elegendGen nagy n esetén) és az
eredeti Erdés-Gallai algoritmusndl gyorsabb miikédésre képes.

4. TETEL. Az F = (f1,..., fn) foksorozat akkor és csak akkor helyredllithatd, ha
ffl >0ésaF = (f2 - ]-7f3 —-1,.. 'aff1 - ]-7ff1+1 - 1,ff1+27' . 'afnflafn) sorozat
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1s helyredllithato.

Bizonyitas. Tételiink az eredeti algoritmusnak azt a hianyossiagat kiiszoboli ki, hogy
nem veszi figyelembe, hogy egy adott fokszamigény kielégitése lehetséges-e az adott
kortilmények kozott. Mivel azonban minden iteraciéoban djrarendezziik a sorozatot,
igy konnyedén ellenérizhetd, hogy érdemes-e még folytatnunk az ellendrzést, vagy a
sorozatunkrol mar kideriilt, hogy nem helyreallithato. O

Az 1j algoritmussal kapcsolatos mérési eredményeket tartalmaz a 8. tablazat.
Az 4. tétel feltételeit ellenérzi a kdvetkezd algoritmus.
Bemenet. n: a foksorozat hosszat adja meg;
F': az ellenoOrizend6 foksorozat.
Kimenet. L: logikai valtozé (L = false azt jelenti, hogy a bemenetként megadott
F sorozat nem helyreéllithat6, L = true esetén az F' sorozat helyreéllithato.)
Munkavdltozok. e : az aktualisan kielégitendd csics indexe;
u : az utolsé cstucs indexe, amit 0sszekotiink az e-edik csticcsal.

HAVEL-HAKIMI-FAST-SHIFTING(n, F, L)

0le=1 > 01. sor: a legnagyobb fokszam indexének beéllitdsa
02 while f. > 0 > 02-32. sor: sorozat ellenérzése
03 u = fo+ e > 03. sor: az utolsé elem ami része az aktudlis igény kielégitésének
04 if f,==0 > 04-07. sor: gyors teszt
05 L = false > 05-06. sor: rossz sorozat elutasitisa
06 return

07 end

08 if f, == fu+1 > 08-29. sor: ellendrzése ’eltolassal’
09 t=e+1 > 09. sor: elsd egyforma elem index
10 if fu#fi > 10-14. sor: els6 egyforma elem keresése
11 while f; # f,

12 1=1+1

13 end

14 end

15 forj=e+1to1 > 15-17. sor: eltolds mentes rész csokkentése
16 fi=1f—-1

17 end

18 j=u+2 > 18. sor: j bedllitasa
19 while f, = f; > 19-21 sor: utolsé ugyanolyan elem megkeresése
20 j=7+1

21 end

22 for k =0to u—1i+ 1> 22-25. sor: fokszamok csokkentése hatulrdl haladva
23 j=7-1

24 fi=f-1

25 end

26 fe=0 > 26. sor: a kielégitett els6 elem nullazasa
27 e=e+1 > 27. sor: 14j els6 elem bedllitasa
28 else > 28-34. sor: ellendrzés ’eltolds’ nélkiil

23



Lucz Lorand, Sotér Péter - Foksorozatokat ellendrzd algoritmusok

29 for j =e+1tolast+1 > 28-30. sor: fejelem igényének kielégitése
30 fi=1f—1

31 end

32 fe=0 > 32. sor: a kielégitett els6 elem nullazasa
33 e=e+1 > 33. sor: 1j els6 elem beallitasa
34 end

35 end

36 if f, ==0 > 36. sor: ha az utolso igényt is sikeresen kielégitettiik
37 L =true > 37. sor: elfogadé allapot bedllitdsa
38 else

39 L = false > 39. sor: elutasit6 allapot beéllitasa
40 end

41 return L > 41. sor: visszatérés az eredménnyel

6.2. Linedris-Erdgs-Gallai-Ugré algoritmus (EGLU)

Kozelité algoritmusaink elemzése sordan azt figyeltiik meg, hogy az Erdés-Gallai ugré
algoritmust tovabb gyorsithatjuk, ha kihasznaljuk az f sorozat monotonitasat, tehat,
hogy a feltételben szerepld Osszegzést nem kell minden egyes iteracidoban elvégezni,
mivel a szummaban szerepl6é min fiiggvény egy w; pontig (silypont) mindig az elso,
majd attdél kezdve mindig a masodik paraméterét fogja visszaadni. A monotonitds
miatt pedig ez az érték csak az egyik iranyban valtozhat, igy elég az egyes iteracidk
ko6zott néhany 1épésben eltolni. Ezéltal nyeriink egy explicit képletet a szummara,
amit korabban mindig djra és tjra kiszamitottunk.

5. TETEL. A szabdlyos F' = (f1,..., fn) sorozat akkor és csak akkor helyredllithatd,

ha igaz az, hogy
H, paros (25)

H, <

9i = (26)

Hy — Hy, + gi(w; — 1), ha w; > g;.

Bizonyitas. Lasd [13]. Az ellenérzépontok elégségességét Tripathi és munkatdrsai
[31] mar bebizonyitottdk. A tételben megadott feltétel ezeket az ellenérzéseket végzi
el, kihasznélva a sorozat elemeinek monoton csokkenését, azaz a

n
Z min(4, fi) (27)
k=gi+1
Osszeget nem szamolja Ujra minden esetben, pontosabban nem ebben a formaban
végzi el a szamitdst, hanem explicit médon.

A kifejezés értéke a (28) formdban adhaté meg, mégpedig azért, mert a sorozat
monotonitdsa garantélja, hogy a w; silypont el6tt a min(i, fx) kifejezés értéke
minden esetben i, majd a w;-nél nagyobb k-k esetében mindvégig fir. EbbOl
kovetkezik, hogy
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n 2 3 4 5 6 v 8 9 10 11 12 13 14 15
EGU 4 12 16 21 26 32 37 43 49 56 63 70 T7 85
% 20 40 40 42 43 46 46 48 49 51 53 54 55 57

EGLU | 12 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39
EGLU 160 50 4.3 3.8 35 33 3.1 3.0 29 28 28 27 26 26

n

9. tablazat. Az ugré és az Erdés-Gallai linearis ugré algoritmusok egy sorozatra juté
atlagos miuveletigénye.

”Z:l min(i, f,) = Hyp — Hg;, ha w; < g; (28)
k=g;+1 o Hy, — Hwi + Qi(wz‘ - gi)a ha w; > g;.

Az eddigiek alapjan az eredeti feltételt atirhatjuk a kovetkezd alakbas:

H,—-Hgy, ha w; <g;
Hy —gi(gi—1) <" ¢ T (29)
Hy — Hy, + gi(wi — gi), ha w; > g;.
A (29) egyenlétlenséget atrendezve megkapjuk a
H, < H, — Hy, +gi(gi — 1), ha w; <g; (30)
Hy, — Hy, + gi(w; — 1), ha w; > g;
kifejezést, ami pontosan egyezik a (26) egyenl6tlenséggel. ([l

A most megadott tétel alapjan megvaldsitott algoritmus és az eddigi legjobb
(ugr6é Erdds-Gallai) algoritmus sorozatonkénti atlagos miiveletszamait, valamint a
sorozat egyetlen elemére jutd atlagos miiveletszamot tartalmazza a 9. téblazat.
A tablazatban szerepld értékek szamitasa sordn csak nullmentes sorozatokat
ellendriztink, ezért az itt szerepld értékek eltérhetnek a korabbi tablazatokban
szereploktol.

A téblazatbdl leolvashatd, hogy az atlagos miiveletszam a linedris algoritmus
esetében kevesebb, mint fele annyi, mint az ugrd algoritmus esetében és az n érték
novelésével minden lépésben ugyanannyival névekszik. Az utébbi azért fontos, mert
igy az m novelésével 1épésrol 1épésre nagyobb az 1j algoritmussal elért gyorsulds
a kordbbiakhoz képest. Az utébbi kijelentés azonban nem meglepd, ha figyelembe
vesszik, hogy a kordbbi ismert algoritmusok négyzetesek, mig az 1j algoritmus
linearis futasi ideji. Jol lathatd, hogy az régi moddszer esetén a sorozatok egy
eleméhez tartozo atlagos miveletszam az n érték névekvésével egylitt nott, az 1j
modszernél azonban ez a szam 1épésrol 1épésre csokken.

Az 5. tétel feltételeit ellendrzi a kévetkezd algoritmus.

Bemenet. n: a foksorozat hosszat adja meg;

F': az ellendrizendd foksorozat.

Kimenet. L: logikai valtozé (L = false azt jelenti, hogy a bemenetként megadott

F sorozat nem helyreéllithat6, L = true esetén az F' sorozat helyreéllithato.)

ERDOS-GALLAI-LINEAR-JUMPING(n, F, L)
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01 Hy = f1
02 fori=2ton
03 H; =H; 1+ f;

> 01. sor: Hy szamitéasa
> 02-04. sor: H értékek szamitasa

04 end

05 if H, paratlan > 05—08. sor: paritds ellenOrzés
06 L = false > 06—07. sor: hibas sorozat elutasitasa
07 return

08 end

09 w=n > 09. sor: stlypont inicializalasa

10fori=1ton-—1
11 if fi == fi1

> 10-28. sor: sorozat ellenérzése
> 11-13 sor: ellenérzépont tulajdonsag ellenérzése

12 continue > 12. sor: nem ellenorzépont atlépése
13 end

14 while w > 1 and f, <4 > 14-15. sor: stulypont frissitése
15 w=w-—1

16 end

17 if w<i > 17-21. sor: sulypont az ellenérzépont elott van
18 if H; > H, — H; +i(i — 1) > 18-21. sor: tétel feltételének ellendrzése
19 L = false > 19-20. sor: rossz sorozat elutasitasa
20 return

21 end

22 else > 22-27. sor: silypont az ellenérzépont utan van
23 if H; > H, — Hy +i(w—1) > 23-26. sor: tétel feltételének ellenérzése
24 L = false D> 24-25. sor: rossz sorozat elutasitasa
25 return

26 end

27 end

28 end

29 L = true > 29-30. sor: j6 sorozat elfogadédsa
30 return L

6. TETEL. A linedris Erd6s-Gallai ugrd algoritmus miveletigénye linedris.

Bizonyitas. Az 1. sor O(1), a 2-4. sorok O(n), az 5-8., valamint a 9. sor egyarant
O(1), a 10-28. sorok O(n), a 29-30. sorok elvégzéséhez pedig O(1) id§ sziikséges. Az
algoritmus teljes miiveletigénye tehét ©(n). O

7. C)sszefoglalés

Dolgozatunk els6 részében rovid attekintést adtunk a felvetett problémardl, annak
alkalmazasi teriileteirdl és az ismert megoldédsi modszerekrol.
Az attekintést kovetben ismertettiik a két legfontosabb pontos algoritmust és azok
néhany valtozatat.
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A dolgozat harmadik részében megadtunk néhdny 4j kozelité algoritmust, azzal
a céllal, hogy ezeket el6tesztekként haszndlva felgyorsitsuk a maésodik részben
ismertetett pontos algoritmusokat, valamint roviden jellemeztiik ezeket a kozelitd
algoritmusokat miiveletigényeik szerint.

A dolgozat negyedik része leszdamlalasi eredményeket tartalmaz az Osszes és paros
sorozatok szamara vonatkozéan, valamint ismertetjiik a nulldkat is tartalmazo, és a
nullmentes sorozatok szama kozti Osszefiiggést.

A dolgozat oOtddik részében elemeztiik az ismert pontos algoritmusokat
miiveletigényiik szerint és rovid magyardzatot adtunk a koztik tapasztalhato
eltérések okéara. A pontos algoritmusok elemzését kovetden pontos és kozelitd
algoritmusok egyiittes alkalmazasait vizsgaltuk, ahol azt a kovetkeztetést vontuk
le, hogy az ismertetett tesztek felhasznalasaval a klasszikus algoritmusok
(és az ugr6 FErdds-Gallai algoritmus is) gyorsithaté, azaz megtakarithaté a
foksorozatok ellenérzéséhez sziikséges miiveletigény egy része, és kevesebb mint
felére csokkentheté a Havel-Hakimi algoritmus miveletigénye. Ezzel 1ényegében a
dolgozat elején kitlizott célunkat sikeresen elértiik. Tovabbi kozelito algoritmusok és
eredmények taldlhatéak még a [13, 15] cikkekben.

Dolgozatunk hatodik részében az elemzések eredményei alapjan megadtunk
két 1j algoritmust a Havel-Hakimi és Erdds-Gallai gyorsitdsaiként. Az egyik
ilyen algoritmus a gyorsitott Havel-Hakimi algoritmus, amelynek mitiveletigénye
mar alacsonyabb, mint az Erdés-Gallai algoritmusé. A maésik 1j algoritmus a
linearis Erdés-Gallai moédszer, amellyel az eredeti négyzetes futasi idejii mdodszert
linedrissa alakitottuk. A linearis Erdds-Gallai algoritmussal részletesen foglalkozunk
a [12, 15] cikkekben. A linedris Erd6s-Gallai algoritmus minden széba jov6 sorozat
ellenorzésére alkalmas valtozataval és annak halozati szerver-kliens megvalositasaval
foglalkozik a [23] dolgozat és a [14] cikk, amelyek a grafikus foksorozatok szamaét,
azaz a Gy, értékeit n = 29-ig tartalmazzdk. Az altalunk kiszamolt 1j értékeket 2011.
november 15. éta tartalmazza az OEIS is [28].

Az eddigieket Osszefoglalva tehat ismertettiink két klasszikus algoritmust,
majd bemutattunk néhany kozelité algoritmust, megvizsgaltuk azok egyiittes
alkalmazasanak elényeit és hatranyait, majd a tapasztalt eredmények alapjan
megadtunk két 1j algoritmust, amelyek az eredeti algoritmusoknal gyorsabb
munkara képesek. Ezek koziil az egyik az eredeti négyzetes algoritmus munkégjat
linedris idében latja el.

A jovében szeretnénk az ujonnan megadott algoritmusokat paros grafokra is
kiterjeszteni, valamint felhasznalni focisorozatok vizsgdlatdhoz [7, 24].

A dolgozatban felhasznalt szimulaciés programok és részletes eredmények
letolthetéek a szerzék http://people.inf.elte.hu/lulsaai/Holzhacker cimi oldalardl.
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